
ÊÎÅ-×ÒÎ Î ÒÅÍÇÎÐÀÕ
ÒÅÍÇÎÐÛ

Èçâåñòíî, ÷òî çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí1 (òåìïåðàòóðû, ìàññû è ò. ï.)
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì îäíîãî ÷èñëà. Òàêèå âåëè÷èíû ôèçèêè íàçûâàþò ñêàëÿðàìè.

Äðóãèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, òàê íàçûâàåìûå âåêòîðû (ñèëà, íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî
ïîëÿ è ò.ï.), â êàæäîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè òðîéêàìè ÷èñåë -
êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó. Åñëè áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûé, òî ýòè ÷èñëà �
êîìïîíåíòû âåêòîðà � ÿâëÿþòñÿ â òî æå âðåìÿ åãî ïðîåêöèÿìè íà îðòû2.

Ñóùåñòâóþò ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû åùå áîëåå ñëîæíîé ïðèðîäû. Òàê, íàïðèìåð,
ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (E) è âåêòîðîì
ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ (D) â ëèíåéíîì ñëó÷àå èìååò âèä:

D1 = ε11E1 + ε12E2 + ε13E3

D2 = ε21E1 + ε22E2 + ε23E3

D3 = ε31E1 + ε32E2 + ε33E3

. (1)

Ðàâåíñòâà (1) ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å:

Dk =
3∑

j=1

εkjEj; k = 1, 2, 3. (2).

Ôèãóðèðóþùàÿ â (1) è (2) ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà (ε) � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü
ñðåäû � â êàæäîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ äåâÿòüþ ÷èñëàìè, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå ìàòðèöû

ε =




ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33


 . (3)

Ñîîòíîøåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü òåïåðü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

D = εE. (4)

Ñâÿçü ìåæäó âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ (H) è âåêòîðîì ìàãíèòíîé
èíäóêöèè (B) îïðåäåëÿåòñÿ â ëèíåéíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâàìè

B1 = µ11H1 + µ12H2 + µ13H3

B2 = µ21H1 + µ22H2 + µ23H3

B3 = µ31H1 + µ32H2 + µ33H3

èëè

Bk =
3∑

j=1

µkjHj; k = 1, 2, 3,

èëè, íàêîíåö,
B = µH,

ãäå

µ =




µ11 µ12 µ13

µ21 µ22 µ23

µ31 µ32 µ33


 .

1Â îòëè÷èå îò ôèçèêè â ìàòåìàòèêå ñëîâî "âåëè÷èíà" íå èñïîëüçóåòñÿ!
2Íå ñëåäóåò ãîâîðèòü, ÷òî "âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ åãî âåëè÷èíîé è íàïðàâëåíèåì", èáî ïðèäåòñÿ îáúÿñíÿòü,

÷òî òàêîå âåëè÷èíà è ÷òî òàêîå íàïðàâëåíèå, à òàêîå îáúÿñíåíèå îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê ðàçìàõèâàíèþ ðóêàìè.
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Çäåñü µ � ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû � ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, çàäàâàåìàÿ â êàæäîì
áàçèñå äåâÿòüþ ÷èñëàìè.

Îòìåòèì, ÷òî â èçîòðîïíîé ñðåäå ìàòðèöû äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè
èìåþò âèä 


ε 0 0
0 ε 0
0 0 ε


 = ε · I;




µ 0 0
0 µ 0
0 0 µ


 = µ · I.

Çäåñü ε è µ � ÷èñëà, âåêòîð D êîëëèíåàðåí âåêòîðó E, à âåêòîð B � âåêòîðó H.

Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, çàäàâàåìûå â êàæäîì êîîðäèíàòíîì áàçèñå äåâÿòüþ ÷èñëàìè,
íàçûâàþò òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà.

Ïðèâåäåì åùå äâà ïðèìåðà òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà. Â òåîðèè óïðóãîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ
òåíçîð íàïðÿæåíèé (σ), êîòîðûé ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé âåêòîð âíóòðåííèõ ñèë (F) è âåêòîð
(N) âíåøíåé íîðìàëè ê ïëîùàäêå, íà êîòîðóþ ýòè ñèëû äåéñòâóþò:

F1 = σ11N1 + σ12N2 + σ13N3

F2 = σ21N1 + σ22N2 + σ23N3

F3 = σ31N1 + σ32N2 + σ33N3

èëè

Fk =
3∑

j=1

σkjNj; k = 1, 2, 3,

èëè, íàêîíåö,
F = σN,

ãäå

σ =




σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33


 .

Òàêæå â òåîðèè óïðóãîñòè ðàáîòàåò òåíçîð äåôîðìàöèé (u), ñâÿçûâàþùèé âåêòîð (η),
ñîåäèíÿþùèé äâå áëèçêèå òî÷êè òåëà äî äåôîðìàöèè è âåêòîð (δη) � èçìåíåíèå âåêòîðà (η) çà
ñ÷åò ÷èñòîé äåôîðìàöèè:

δη1 = u11η1 + u12η2 + u13η3

δη2 = u21η1 + u22η2 + u23η3

δη3 = u31η1 + u32η2 + u33η3

èëè

δηk =
3∑

j=1

ukjηj; k = 1, 2, 3,

èëè, íàêîíåö,
δη = uη,

ãäå

u =




u11 u12 u13

u21 u22 u23

u31 u32 u33


 .
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Ïîä âîçäåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (E) â ïüåçîýëåêòðèêå âîçíèêàþò äåôîðìàöèè (u).
Â ëèíåéíîì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó (E) è (u) îïðåäåëÿåòñÿòåíçîðîì ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ýôôåêòà
(d), êîòîðûé â êàæäîì áàçèñå çàäàåòñÿ äâàäöàòüþ ñåìüþ ÷èñëàìè3

Ukm =
3∑

j=1

dkmjEj; k, m = 1, 2, 3.

Òåíçîð ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ýôôåêòà � òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà.
È, íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèìåð òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà � òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè (c),

êîòîðûé ñâÿçûâàåò â ëèíåéíîì ñëó÷àå òåíçîð íàïðÿæåíèé (σ) è òåíçîð äåôîðìàöèé (u) (çàêîí
Ãóêà):

σkm =
3∑

j=1

3∑
r=1

ckmjrujr; k, m = 1, 2, 3.

Òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà â êàæäîì áàçèñå çàäàåòñÿ óæå âîñåìüäåñÿò îäíèì ÷èñëîì!
Èòàê, ìû áóäåì íàçûâàòü òåíçîðîì ðàíãà (âàëåíòíîñòè) n îáúåêò (ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó),

êîòîðûé â êàæäîì ôèêñèðîâàííîì áàçèñå (ñèñòåìå äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò)
çàäàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì èç 3n ÷èñåë, ïðè÷åì ýòè íàáîðû ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî áàçèñà
ê äðóãîìó èçìåíÿþòñÿ ïî ïðàâèëó, êîòîðîå áóäåò ðàññìîòðåíî íèæå.

Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó îïðåäåëåíèþ ñêàëÿð ìû áóäåì ñ÷èòàòü òåíçîðîì íóëåâîãî ðàíãà.
Ñêàëÿð â ëþáîì áàçèñå ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì.

Âåêòîð � òåíçîð ïåðâîãî ðàíãà çàäàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì èç òðåõ ÷èñåë �
îäíîìåðíûì ìàññèâîì è ìîæåò çàïèñûâàòüñÿ â âèäå ìàòðèöû ðàçìåðà 1 × 3 � ñòðîêè èëè
ìàòðèöû ðàçìåðà 3× 1 � ñòîëáöà.

Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà çàäàåòñÿ äâóõìåðíûì ìàññèâîì è ìîæåò çàïèñûâàòüñÿ â âèäå
êâàäðàòíîé ìàòðèöû.

Òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà çàäàåòñÿ òðåõìåðíûì ìàññèâîì, òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà �
÷åòûðåõìåðíûì ìàññèâîì.

ÑÎÃËÀØÅÍÈÅ Î ÑÓÌÌÈÐÎÂÀÍÈÈ
Â òåíçîðíîé àëãåáðå ïðèíÿòî ñîãëàøåíèå, ïîçâîëÿþùåå óïðîñòèòü çàïèñü ñîîòíîøåíèé

òèïà (2). Ïîñêîëüêó èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ âñåãäà ïðèíèìàåò òðè çíà÷åíèÿ � 1,2,3 �
óñëàâëèâàþòñÿ îïóñêàòü çíàê ñóììû (Σ) è ñ÷èòàòü åãî ïðèñóòñòâóþùèì ïî óìîë÷àíèþ, åñëè
íåêîòîðûé èíäåêñ â îäíî÷ëåíå ïîâòîðÿåòñÿ äâàæäû.

Ïðèìåðû.
1. Âûðàæåíèå xkyk(ïîâòîðÿåòñÿ èíäåêñ k) ïîíèìàåòñÿ êàê

3∑

k=1

xkyk = x1y1 + x2y2 + x3y3

.
2. Âûðàæåíèå Fk = σkjNj (ïîâòîðÿåòñÿ èíäåêñ j) ïîíèìàåòñÿ êàê

Fk =
3∑

j=1

σkjNj = σk1N1 + σk2N2 + σk3N3; k = 1, 2, 3.

3Ýòè äâàäöàòü ñåìü ÷èñåë (òðåõìåðíûé ìàññèâ) ìîãëè áû îáðàçîâàòü "êóáè÷åñêóþ ìàòðèöó", íî òàêîé ñïîñîá
èõ ïðåäñòàâëåíèÿ íå èñïîëüçóåòñÿ èç-çà åãî î÷åâèäíîé íåýôôåêòèâíîñòè
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3. Âûðàæåíèå σkm = ckmjrujr (ïîâòîðÿþòñÿ èíäåêñû j è r) ïîíèìàåòñÿ êàê

σkm =
3∑

j=1

3∑
r=1

ckmjrujr; k, m = 1, 2, 3.

ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ ÒÅÍÇÎÐÀ ÏÐÈ ÈÇÌÅÍÅÍÈÈ ÁÀÇÈÑÀ
Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ. Íîâûé áàçèñ îáû÷íî çàäàþò,

óêàçûâàÿ êîìïîíåíòû åãî îðòîâ â ñòàðîì áàçèñå. Ïîñòðîèì ìàòðèöó b ðàçìåðà 3 × 3 òàê:
åå ïåðâûé ñòîëáåö � êîìïîíåíòû ïåðâîãî íîâîãî îðòà â ñòàðîì áàçèñå, âòîðîé � êîìïîíåíòû
âòîðîãî íîâîãî îðòà â ñòàðîì áàçèñå, òðåòèé � êîìïîíåíòû òðåòüåãî íîâîãî îðòà â ñòàðîì
áàçèñå. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ìàòðèöà b óíèòàðíàÿ, ò.å. bT = b−1 èëè bT · b = I (åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå t = bT . Ïóñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà â ñòàðîì áàçèñå îáðàçóþò
ñòîëáåö

V =




V1

V2

V3


 ,

à êîìïîíåíòû òîãî æå âåêòîðà â íîâîì áàçèñå (ò.å. åãî ïðîåêöèè íà íîâûå îðòû) � ñòîëáåö

V ′ =




V ′
1

V ′
2

V ′
3


 .

Òîãäà
V ′ = bT · V = tV (5)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
V = tT · V ′.

Ïîäðîáíàÿ çàïèñü ôîðìóëû (5) èìååò âèä

V ′
k =

3∑
j=1

tkjVj; j = 1, 2, 3

èëè (ñ ó÷åòîì ñîãëàøåíèÿ î ñóììèðîâàíèè)

V ′
k = tkjVj. (6)

Ôîðìóëà (6) äàåò ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà (òåíçîðà ïåðâîãî ðàíãà)
ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó (òîæå

îðòîíîðìèðîâàííîìó).

Ïóñòü â ñòàðîì áàçèñå çàäàíû α � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, W è V � òåíçîðû ïåðâîãî ðàíãà
(âåêòîðû) è

W = αV ìàòðè÷íàÿ çàïèñü.
Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïî ïðàâèëó (5)

W = tT W ′, V = tT V ′,
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ïîëó÷èì
tT W ′ = αtT V ′ èëè W ′ = (tαtT )V ′ èëè W ′ = α′V ′,

ãäå α′ = tαtT (â ìàòðè÷íîé çàïèñè) èëè
α′km = tkjtmrαjr. (7)

Ôîðìóëà (7) äàåò ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ïðè
ïåðåõîäå îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó (òîæå îðòîíîðìèðîâàííîìó).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ òðåòüåãî è
÷åòâåðòîãî ðàíãîâ:

α′kmn = tkjtmrtnqαjrq,

α′kmns = tkjtmrtnqtspαjrqp.

ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÉ ÁÀÇÈÑ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÒÅÍÇÎÐÀ ÂÒÎÐÎÃÎ ÐÀÍÃÀ
Åñëè òåíçîð âòîðîãî ðàíãà α ñèììåòðè÷åí, ò.å. αkm = αmk; k, m = 1, 2, 3, òî â ëþáîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åãî ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà. Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû âåùåñòâåííû, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå
âåêòîðû îðòîãîíàëüíû. Íîðìèðîâàâ ýòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûé
ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ òåíçîðà4, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà:

α′km = diag[λ1, λ2, λ3] λ1, λ2, λ3� ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû òåíçîðà.

ÑÂÅÐÒÛÂÀÍÈÅ ÒÅÍÇÎÐÀ
Åñëè â òåíçîðå âòîðîãî ðàíãà

αkm =




α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33




çàìåíèòü îáà èíäåêñà îäíîé áóêâîé, òî â ñèëó ñîãëàøåíèÿ î ñóììèðîâàíèè ïîëó÷èì ñêàëÿð
(òåíçîð íóëåâîãî ðàíãà):

αnn =
3∑

n=1

αnn = α11 + α22 + α33.

Ýòîò ñêàëÿð � ñóììó äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû � íàçûâàþò ñëåäîì ìàòðèöû.
Íàïðèìåð, åñëè â òåíçîðå âòîðîãî ðàíãà Dmfk � ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ f : R3 → R3

(ìàòðèöå ßêîáè)

Dmfk =




∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

∂f1

∂x3

∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

∂f2

∂x3

∂f3

∂x1

∂f3

∂x2

∂f3

∂x3




4Íàéòè ñîáñòâåííûé áàçèñ òåíçîðà ïðîùå âñåãî, îáðàòèâøèñü ê êàêîé-íèáóäü ñðåäå êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ
(MAPLE, MATLAB). Åñëè Âàñ áóäóò ó÷èòü äåëàòü ýòî ìåòîäîì "per anum", ò.å. ñòðîèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ïîëèíîì è ò.ä., � íå ïîääàâàéòåñü.
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çàìåíèòü èíäåêñû k è m íà n, òî ïîëó÷èì ñêàëÿð

Dnfn =
3∑

n=1

∂fn

∂xn

=
∂f1

∂x1

+
∂f2

∂x2

+
∂f3

∂x3

� äèâåðãåíöèþ ýòîãî ïîëÿ.
Çàìåíó ïàðû ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ òåíçîðà îäíîé áóêâîé íàçûâàþò ñâåðòûâàíèåì òåíçîðà.

Ñâåðòûâàíèå óìåíüøàåò ðàíã òåíçîðà íà äâå åäèíèöû. Íàïðèìåð, çàìåíÿÿ â òåíçîðå ÷åòâåðòîãî
ðàíãà αkmpq èíäåêñû k è q íà j, ïîëó÷èì òåíçîð âòîðîãî ðàíãà

βmp =
3∑

j=1

αjmpj =




3∑
j=1

αj11j

3∑
j=1

αj12j

3∑
j=1

αj13j

3∑
j=1

αj21j

3∑
j=1

αj22j

3∑
j=1

αj23j

3∑
j=1

αj31j

3∑
j=1

αj32j

3∑
j=1

αjmpj




.

ÊÎÌÏÀÊÒÍÀß ÇÀÏÈÑÜ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÒÅÍÇÎÐÀ

Îïèñûâàåìîå â ýòîì ïóíêòå èñïîëüçîâàëîñü âî âðåìåíà, êîãäà
íàøè ìîõíàòûå ïðåäêè æèëè íà äåðåâüÿõ. Â ñèëó èíåðòíîñòè

ó÷åáíîãî ïðîöåññà ñîõðàíèëèñü ïðåïîäàâàòåëè-ñàäèñòû,
ðàçâëåêàþùèåñÿ ýòèìè íåíóæíûìè âåùàìè è ñåé÷àñ. Íå

ïîääàâàéòåñü!

Äëÿ çàäàíèÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà äîñòàòî÷íî óêàçàòü íå äåâÿòü, à òîëüêî
øåñòü åãî êîìïîíåíò. Âî âðåìåíà "Î÷àêîâà è ïîêîðåíüÿ Êðûìà" èõ çàïèñûâàëè â âèäå ñòðîêè
ðàçìåðîì (1× 6). (Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîðÿäîê êîìïîíåíò â ñòðîêå!)

[α11, α22, α33, α23, α13, α12].

Äëÿ çàäàíèÿ òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà, ñèììåòðè÷íîãî ïî êàêîé-íèáóäü ïàðå èíäåêñîâ,
äîñòàòî÷íî óêàçàòü íå äâàäöàòü ñåìü, à òîëüêî âîñåìíàäöàòü åãî êîìïîíåíò. Èõ çàïèñûâàëè â
âèäå (3× 6)-ìàòðèöû. Íàïðèìåð, åñëè αkmn = αmkn, òî




α111 α221 α331 α231 α131 α121

α112 α222 α332 α232 α132 α122

α113 α223 α333 α233 α133 α123




.

Íàêîíåö, åñëè òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà ñèììåòðè÷åí êàê âíóòðè äâóõ ïàð èíäåêñîâ, òàê è
ìåæäó ýòèìè ïàðàìè, ò.å.

αkmpq = αmkpq; αkmpq = αkmqp; αkmpq = αpqkm,
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òî äëÿ åãî çàäàíèÿ äîñòàòî÷íî óêàçàòü íå 81, à òîëüêî 21 êîìïîíåíòó. Èõ ðàñïîëàãàþò â íèæíåì
òðåóãîëüíèêå (6× 6)-ìàòðèöû:




α1111

α1122 α2222

α1133 α2233 α3333

α1123 α2223 α3323 α2323

α1113 α2213 α3313 α2313 α1313

α1112 α2212 α3312 α2312 α1312 α1212




.

Ëþáèòåëÿì "ïðîãðàììèðîâàíèÿ" ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîñòàâèòü àëãîðèòìû
"óïàêîâêè" è "ðàñïàêîâêè" ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ. Ïîìàéòåñü äóðüþ!
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