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Ãëàâà 1. ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
1.1. Äâå ñîäåðæàòåëüíûå çàäà÷è,

ïðèâîäÿùèå ê ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì
Çàäà÷à 1. Êîíäåíñàòîð åìêîñòè C ñ íà÷àëüíûì íàïðÿæåíèåì íà íåì

U çàðÿæàåòñÿ ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå R îò èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîé ýëåêòðî-
äâèæóùåé ñèëû E (E > U) (ðèñ.1.1). Òðåáóåòñÿ íàéòè çàêîí èçìåíåíèÿ
íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå âî âðåìåíè u = ϕ(t).
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Ðèñ.1.1

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êëþ÷ çàìûêàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,
à íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå äîñòóïíî äëÿ íàáëþäåíèÿ (èçìåðåíèÿ)
òîëüêî â óçëàõ âðåìåííîé ñåòêè

tk = k ·∆t; k = 0, 1, . . . ,

ãäå ∆t > 0 � çàäàííîå ÷èñëî (øàã ñåòêè). Áóäåì îáîçíà÷àòü uk = ϕ(tk).
Òîê â ìîìåíò tk ðàâåí, êàê èçâåñòíî,

ik =
E − uk

R
. (1.1.1)

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ïðèðàùåíèå çàðÿäà êîíäåíñàòîðà q íà îòðåçêå
âðåìåíè [tk, tk+1] ðàâíî

qk+1 − qk = C · (uk+1 − uk) = ĩk ·∆t,

ãäå ĩk � ñðåäíåå çíà÷åíèå òîêà íà èíòåðâàëå ]tk, tk+1[.
Åñëè ïîëîæèòü â (1.1.1) ĩk = ik, òî ïîëó÷èì

ik = C · uk+1 − uk

∆t
=

E − uk

R
,

èëè
uk+1 =

(
1− ∆t

τ

)
· uk +

∆t

τ
E (1.1.2)

(çäåñü τ = RC).
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Åñëè æå ïîëîæèòü â (1.1.1) ĩk = ik+1, òî ïîëó÷èì

ik+1 = C · uk+1 − uk

∆t
=

E − uk+1

R
,

èëè

uk+1 =
1

1 +
∆t

τ

· uk +

∆t

τ

1 +
∆t

τ

E. (1.1.3)

Ïðè èçâåñòíîì íà÷àëüíîì íàïðÿæåíèè íà êîíäåíñàòîðå u0 = U êàæäîå
èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-
÷åíèé íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå â ëþáîì óçëå âðåìåííîé ñåòêè.

Íà ðèñ.1.2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.1.2) (òî÷-
êè) è (1.1.3) (çâåçäî÷êè) ïðè E = 1, U = 0, ∆t

τ = 0.4. Çàìåòèì, ÷òî
ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû ïðè ðàçëè÷íûõ äîïóùåíèÿõ, è èõ ðåøåíèÿ ðàç-
ëè÷íû. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè øàãà ñåòêè (∆t) ðàçëè÷èå
áóäåò óìåíüøàòüñÿ.
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Ðèñ.1.2
Çàäà÷à 2. Òåëî ìàññû m ìîæåò ñêîëüçèòü ïî âåðòèêàëüíîìó ñòåð-

æíþ (ðèñ.1.3). Îíî çàêðåïëåíî â òàêîì ïîëîæåíèè, ÷òî â ïðóæèíå, ñî-
åäèíÿþùåé åãî ñ "ïîòîëêîì îòñóòñòâóåò íàïðÿæåíèå. Â ìîìåíò âðåìåíè
t = 0 òåëî îñâîáîæäàåòñÿ è ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè íà÷èíàåò äâè-
ãàòüñÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè çàêîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ýòîãî
òåëà âî âðåìåíè x(t).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ èçìåðÿåòñÿ òîëüêî â
óçëàõ âðåìåííîé ñåòêè

tk = k ·∆t; k = 0, 1, . . . ,

ãäå ∆t > 0 � çàäàííîå ÷èñëî (øàã ñåòêè). Áóäåì îáîçíà÷àòü xk = x(tk).
Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, ïðîèçâåäåíèå ìàññû òåëà íà åãî

óñêîðåíèå w ðàâíî ñóììå ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî.
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Ðèñ.1.3

Â íàøåé çàäà÷å ê ýòèì ñèëàì îòíîñÿòñÿ:
1) ñèëà òÿæåñòè

fòÿæ = m · g
(g � óñêîðåíèå çåìíîãî òÿãîòåíèÿ);

2) ñèëà òðåíèÿ, êîòîðóþ ìû áóäåì ñ÷èòàòü ïðîïîðöèîíàëüíîé
ñêîðîñòè v (÷òî äîïóñòèìî â íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ)

fòð = −a · v
(çíàê ìèíóñ ïîêàçûâàåò, ÷òî íàïðàâëåíèÿ ñèëû òðåíèÿ è ñêîðîñòè
ïðîòèâîïîëîæíû);

3) óïðóãàÿ ñèëà ïðóæèíû, êîòîðóþ ìû áóäåì ñ÷èòàòü (ïî çàêîíó
Ãóêà) ïðîïîðöèîíàëüíîé êîîðäèíàòå

fóïð = −b · x
(ýòà ñèëà íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî ñìåùåíèþ òåëà).

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â k-ì óçëå âðåìåííîé ñåòêè

m · wk = m · g − a · vk − b · xk. (1.1.4)

Çàìåòèì, ÷òî
xk+1 − xk

∆t
= ṽk, (1.1.5)

vk+1 − vk

∆t
= w̃k, (1.1.6)

ãäå ṽk è w̃k � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ íà èíòåðâàëå
]tk, tk+1[.

Ïîëîæèì â (1.1.5) ṽk = vk, à â (1.1.6) w̃k = wk (äðóãèå âàðèàíòû
çàìåí â ýòîé çàäà÷å ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, ïðåäîñòàâèâ ÷èòàòåëþ
ñäåëàòü ýòî â âèäå óïðàæíåíèÿ).
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Ó÷èòûâàÿ (1.1.4), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé:

{
xk+1 = xk + ∆t · vk

vk+1 = −b∆t
m · xk − (a∆t

m − 1
) · vk + ∆t · g.

(1.1.7)

Ñèñòåìà (1.1.7) ïîçâîëÿåò ïðè èçâåñòíûõ x0 = 0 è v0 = 0 íàéòè çíà÷åíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (xk)

+∞
k=0 è (vk)

+∞
k=0 â ëþáîì óçëå âðåìåííîé ñåòêè.

Ìîæíî ïîñòóïèòü è èíà÷å. Âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (1.1.7) vk

÷åðåç xk+1 è xk (è, ñëåäîâàòåëüíî, vk+1 ÷åðåç xk+2 è xk+1) è ïîäñòàâèì
ýòè âûðàæåíèÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì
(ïðîâåðüòå ýòî!)

xk+2 =
(
2− a ·∆t

m

)
· xk+1+

+
(a ·∆t

m
− b · (∆t)2

m
− 1

)
· xk + (∆t)2 · g. (1.1.8)

Óñëîâèå x0 = 0 ïî-ïðåæíåìó âûïîëíåíî, à óñëîâèå v0 = 0 äàåò x1 = 0.
Óðàâíåíèå (1.1.8) ïîçâîëÿåò ïðè èçâåñòíûõ x0 = 0 è x1 = 0 íàéòè

çíà÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xk)
+∞
k=0 â ëþáîì óçëå âðåìåííîé ñåòêè.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ïîñòðîåííûå íàìè óðàâíåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü äèñ-
êðåòíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ðàññìîòðåííûõ ñîäåðæàòåëü-
íûõ çàäà÷.

2. Ìû ðåêîìåíäóåì íå çàáûâàòü, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè íåèçáåæíû ðàçíîãî ðîäà äîïóùåíèÿ. Ïîýòîìó îäíà è òà
æå ñîäåðæàòåëüíàÿ çàäà÷à ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì
ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
íåàëãîðèòìèçèðóåì. Ïîñòàíîâùèê çàäà÷è äîëæåí ñòðåìèòüñÿ, ñ îäíîé
ñòîðîíû, ñîõðàíèòü â ìîäåëè îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñîäåðæàòåëüíîé
çàäà÷è, à ñ äðóãîé � ïîñòðîèòü íå ñëèøêîì ñëîæíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü, ò.å. ìîäåëü, êîòîðàÿ äîïóñêàåò àíàëèç ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðèìèðåíèå ýòèõ ïðîòèâîðå÷èâûõ
òðåáîâàíèé ÷àñòî òðåáóåò íåçàóðÿäíîãî èñêóññòâà.

1.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Îáà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ôîðìàëèçàöèè çàäà÷è 1 ïðåäûäó-

ùåãî ïóíêòà, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óðàâíåíèÿ

xk+1 = a · xk + fk, (1.2.1)
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êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì.

Çäåñü a � çàäàííîå ÷èñëî (êîýôôèöèåíò óðàâíåíèÿ), à (fk)
+∞
k=0 �

çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ).
Êîãäà-òî óðàâíåíèÿ âèäà (1.2.1) çàïèñûâàëè èíà÷å, âûíîñÿ â ëå-

âóþ ÷àñòü íå xk+1, à ∆xk = xk+1 − xk � òàê íàçûâàåìûå ïåðâûå
ðàçíîñòè èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ
ðàçíîñòíûì.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê
î÷åðåäíîå çíà÷åíèå èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäíî
ïðåäûäóùåå.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, èáî îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â âèäå

Lx = f,

ãäå L � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (xk) íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî ïðàâèëó (Lx)k = xk+1 − a · xk

(âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà).
È, íàêîíåö, ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì c ïîñòîÿííûì

êîýôôèöèåíòîì, èáî êîýôôèöèåíò a íå çàâèñèò îò k.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1.7), ïîëó÷åííàÿ ïðè ôîðìàëèçàöèè çàäà÷è
2 ï.1.1, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

{
x1,k+1 = a11x1,k + a12x2,k + f1,k

x2,k+1 = a21x1,k + a22x2,k + f2,k
.

Çäåñü a11, a12, a21, a22 � çàäàííûå ÷èñëà (êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû), à
(f1,k) è (f2,k) � çàäàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñâîáîäíûå ÷ëåíû ñèñòåìû).

Íåñëîæíî íàïèñàòü ñèñòåìó èç òðåõ, ÷åòûðåõ è ò. ä. óðàâíåíèé.
Îäíàêî öåëåñîîáðàçíåå ñðàçó ïåðåéòè ê ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèñè

xk+1 = A · xk + fk. (1.2.2)

Çäåñü A � êâàäðàòíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, (fk)
+∞
k=0 � çàäàííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëîâûõ âåêòîðîâ, (xk)
+∞
k=0 � èñêîìàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ÷èñëîâûõ ñòîëáöîâ âûñîòû n.
Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.2.2):
Ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëîâûõ âåêòîðîâ (xk)

+∞
k=0, óäî-

âëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1.2.2) ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì âåêòîðå x0.
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Çàìå÷àíèÿ. 1. Êàçàëîñü áû, ôîðìóëà (1.2.2) äàåò âîçìîæíîñòü
âû÷èñëÿòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè: ïî çàäàííîìó íà÷àëüíîìó âåêòîðó x0

íàõîäèòñÿ x1 = A · x0 + f0, çàòåì x2 = A · x1 + f1 è ò. ä. Îäíàêî äàëåå
ìû ïîêàæåì, ÷òî çòîò ïðîñòîé àëãîðèòì ìîæåò îêàçàòüñÿ ÷èñëåííî íåó-
ñòîé÷èâûì. Â òî æå âðåìÿ èç (1.2.2) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

2. Íåòðóäíî çàïèñàòü îáùèé âèä ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

xk+1 = Ak · xk + fk.

Çäåñü (Ak)
+∞
k=0 � çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëîâûõ ìàòðèö.

Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü íåëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ
xk+1 = ϕ(xk),

ãäå ϕ � íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë íà Rn.
Îäíàêî äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé íåò îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ,

êðîìå ÷èñëåííûõ; ÷èñëåííûå æå ìåòîäû, êàê óæå óêàçûâàëîñü,
ìîãóò îêàçàòüñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì
ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â çàäà÷å 2 ï.1.1 áûëà ðàññìîòðåíà åùå îäíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.
Îíà ìîæåò áûòü îáîáùåíà òàê:

xk+2 = a1 · xk+1 + a0 · xk + fk. (1.2.3)

Åñòåñòâåííî íàçâàòü ýòî óðàâíåíèå ëèíåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (a0 è a1).

Âîîáùå ëèíåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì ïîðÿäêà m ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàþò óðàâíåíèå

xk+m = am−1 · xk+m−1 + . . . a0 · xk + fk. (1.2.4)

Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåãî ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
Íàéòè ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xk)

+∞
k=0, óäîâëåòâîðÿþùóþ

óðàâíåíèþ (1.2.4) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0, . . . , xm−1.
Çàìå÷àíèå. Âñÿêîå ëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà m ìîæåò

áûòü ïðåîáðàçîâàíî â ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äàíî óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

xk+2 = a1 · xk+1 + a0 · xk + fk.
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Ââåäåì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yk = xk+1 − xk. Òîãäà

xk+2 = xk+1 + yk+1 = xk + yk + yk+1 = a1 · (xk + yk) + a0 · xk + fk.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó
{

xk+1 = xk + yk

yk+1 = (a1 + a0 − 1) · xk + (a1 − 1) · yk + fk.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíóþ îïåðàöèþ ìîæíî ïðîäåëàòü ñ ðàçíîñòíûì
óðàâíåíèåì ëþáîãî ïîðÿäêà.

1.3. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Â ýòîì ïóíêòå áóäåò ðàññìîòðåí ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâî-
ëÿþùèé ðåøàòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak) . Åñëè

ñòåïåííîé ðÿä
+∞∑
k=0

akz
k ñõîäèòñÿ íå òîëüêî â íóëå, òî åãî ñóììó A(z)

íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ak).

Ïðèìåðû. 1. Ïóñòü ak = 0 ïðè k > N . Òîãäà A(z) =
N∑

k=0
akz

k �
ïîëèíîì.

2. Ïóñòü ak = αk. Òîãäà A(z) =
+∞∑
k=0

αkzk = 1
1− αz . Ðàäèóñ ñõîäèìî-

ñòè ýòîãî ðÿäà ðàâåí 1
|α| .

Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü áóêâîé L îïåðàòîð, êîòîðûé ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ. Òîãäà
ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïðèìåðå 2, ïðèìåò âèä

L (
αk

)
=

1

1− αz
; L−1

( 1

1− αz

)
=

(
αk

)
.

3. Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî
+∞∑
k=0

αkzk = 1
1− αz è ñîêðàùàÿ íà α,

ïîëó÷èì
+∞∑

k=0

(k + 1)αkzk =
1

(1− αz)2.
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Òàêèì îáðàçîì,

L (
(k + 1) αk

)
=

1

(1− αz)2 ; L−1
( 1

(1− αz)2

)
=

(
(k + 1)αk

)
.

4. Ïîâòîðíî äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷èì (m ≥ 1)

L
((k + 1) . . . (k + m− 1)

(m− 1)!
αk

)
=

1

(1− αz)m ;

L−1
( 1

(1− αz)m

)
=

((k + 1) . . . (k + m− 1)

(m− 1)!
αk

)
.

(1.3.1)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
1. Åñëè ck = αak + βbk, k = 0, 1, . . . , òî

L (ck) = αL (ak) + βL (bk) .

Ýòî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

L � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

2. Ïóñòü L (ak) = A(z), ò.å. A(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n + . . . . Òîãäà

zm · A(z) = a0z
m + a1z

m+1 + · · ·+ anz
n+m + . . . , ò.å.

L−1 (zm · A(z)) = (bk) ,

ãäå b0 = · · · = bm−1 = 0; bk = ak−m ïðè k ≥ m.

Óìíîæåíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè íà zm (m ∈ N) âûçûâàåò
"çàïàçäûâàíèå" ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà m øàãîâ.

3. Ïåðåìíîæàÿ ñòåïåííûå ðÿäû

A(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n + . . . ,

B(z) = b0 + b1z + · · ·+ bnz
n + . . .

è çàìå÷àÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè zk â ïðîèçâåäåíèè ðàâåí

a0bk + a1bk−1 + · · ·+ akb0 =
k∑

j=0

ajbk−j,
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ïîëó÷èì

L−1 (A(z) · B(z)) =
( k∑

j=0

ajbk−j

)
.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
( k∑

j=0
ajbk−j

)+∞

k=0
íàçûâàþò ñâåðò-

êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ak) è (bk) è îáîçíà÷àþò ((a ∗ b)k).

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñâåðòêè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî � ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé-êîìïîíåíò. Äëÿ âåêòîðíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñïðàâåä-
ëèâû âñå ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà.

1.4. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

Çàäà÷à Êîøè (â ìàòðè÷íîé ôîðìå) èìååò âèä

xk+1 = A · xk + fk; x0 � çàäàííûé íà÷àëüíûé âåêòîð. (1.4.1)

Óìíîæèì óðàâíåíèå íà zk+1 è ïðîñóììèðóåì ïî k. Åñëè îáîçíà÷èòü
X (z) = L(xk), F(z) = L(fk), òî ïîëó÷èì

X (z)− x0 = z · (A · X (z) + F(z)) .

Îòñþäà

(I−zA) ·X (z) = x0 +z ·F(z) =⇒ X (z) = (I−zA)−1 · (x0 + z · F(z)) .

Çàìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû I−zA � ïîëèíîìû âòîðîãî ïîðÿäêà
îòíîñèòåëüíî z. Ïîýòîìó åå îïðåäåëèòåëü è âñå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîë-
íåíèÿ � ïîëèíîìû îòíîñèòåëüíî z. Âñïîìèíàÿ, ÷òî ýëåìåíòû îáðàòíîé
ìàòðèöû ñóòü îòíîøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ê îïðåäåëèòåëþ,
âèäèì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè.

Åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðà F(z) � ðàöèîíàëüíûå äðîáè, òî è êîìïî-
íåíòû âåêòîðà X (z) áóäóò ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè. Åñëè ðàöèîíàëüíàÿ
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äðîáü íåïðàâèëüíàÿ, òî âûäåëèì åå öåëóþ ÷àñòü � ïîëèíîì, à îñòàâ-
øóþñÿ ïðàâèëüíóþ äðîáü ðàçëîæèì íà ïðîñòåéøèå. Íàéäÿ äëÿ êàæäîé
ïðîñòåéøåé äðîáè ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî ôîðìóëå
(1.3.1), ñëîæèì ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è äîáàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëèíîìó. Ðåçóëüòàò è áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè.

Åñëè êîìïîíåíòû F(z) íå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè, òî
ñëåäóåò íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

L−1 (
(I − zA)−1 · x0

)
è L−1 (

z · (I − zA)−1F(z)
)
,

à çàòåì èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî 3 ï.1.3:

L−1 (
(I − zA)−1 · x0 + z · (I − zA)−1 · F(z)

)
=

= L−1 (
(I − zA)−1 · x0

)
+

(
L−1 (

z · (I − zA)−1) ∗ f
)
.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (1.4.1) ïðè n = 2 ñ

A =

[
1 1

49.5 99.5

]
, x0 =

[ 2
3

−1
3

]
.

Âûïîëíèì îïèñàííûå âûøå îïåðàöèè:

I − zA =

[
1− z −z

−49.5z 1− 99.5z

]
;

(I − zA)−1 =
1

1− 100.5z + 50z2 ·
[

1− 99.5z z

49.5z 1− z

]
;

(I − zA)−1 · x0 =
1

3(1− 0.5z)
·
[

2
−1

]
; xk =

1

3
·
(1

2

)k

·
[

2
−1

]
. (1.4.2)

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ñðàâíèì ïåðâóþ êîìïîíåíòó ðåøåíèÿ,
ïîëó÷åííóþ ïî ôîðìóëå (1.4.2) (âòîðîé ñòîëáåö òàáëèöû) è âû÷èñëåííóþ
"â ëîá ò.å. ïî ôîðìóëå xk+1 = A · xk (òðåòèé ñòîëáåö òàáëèöû).

Ýôôåêò, íàáëþäàåìûé â òðåòüåì ñòîëáöå, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
ñåìåéñòâî âñåõ ðåøåíèé íàøåãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

xk = 100k · A1x0 +
(1

2

)k

· A2x0,

ãäå
A1 =

1

199
·
[

1 2
99 198

]
; A2 =

1

199
·
[

198 −2
−99 1

]
.
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k

0 6.666667E-01 6.666667E-01
1 3.333333E-01 3.333334E-01
2 1.666667E-01 1.666697E-01
3 8.333334E-02 8.363286E-02
4 4.166667E-02 7.161875E-02
5 2.083333E-02 3.016042E+00
6 1.041667E-02 2.995313E+02
7 5.208333E-03 2.995209E+04
8 2.604167E-03 2.995208E+06
9 1.302083E-03 2.995208E+08

Òàêèì îáðàçîì, êðîìå óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî
çíàìåíàòåëåì 1/2 ðåøåíèå ìîæåò ñîäåðæàòü áûñòðî ðàñòóùóþ ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìåíàòåëåì 100. Â íàøåì ïðèìåðå ýòà
áûñòðî ðàñòóùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäàâëÿëàñü çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîãî
ïîäáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé (A1x0 = θ). Ïðè ñ÷åòå "â ëîá" îíà âîçíèêàåò
èç-çà ïîãðåøíîñòåé ìàøèííîé àðèôìåòèêè è áûñòðî ñòàíîâèòñÿ äîìè-
íèðóþùåé (ïîñìîòðèòå íà ÷åòûðå ïîñëåäíèõ ñòðîêè â òàáëèöå).

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøàòü ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ "â ëîá"
áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî òùàòåëüíîãî èõ àíàëèçà íåäîïóñòèìî.

1.5. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ,
ïîðÿäîê êîòîðîãî âûøå åäèíèöû, ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ýêâèâà-
ëåíòíóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ âåêòîðíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà. Îäíàêî èíîãäà öåëåñîîáðàçíî ðåøàòü çàäà÷ó â åå èñõîäíîì âèäå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n:

xk+n = pn−1 · xk+n−1 + · · ·+ p0 · xk + fk (p0 6= 0); x0, . . . , xn−1 çàäàíû.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà zk+n è ïðîñóììèðîâàâ ïî k, ïîëó÷èì
+∞∑

k=0

xk+nz
k+n = pn−1z ·

+∞∑

k=0

xk+n−1z
k+n−1 + . . .

· · · + p0z
n ·

+∞∑

k=0

xkz
k + zn ·

+∞∑

k=0

fkz
k. (1.5.1)
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Îáîçíà÷èì L (fk) = F(z), L (xk) = X (z). Òîãäà (1.5.1) ïðèìåò âèä

X (z)− x0 − · · · − xn−1z
n−1 =

= pn−1z ·
(X (z)− x0 − · · · − xn−2z

n−2) + · · ·+ p0z
n · X (z) + zn · F(z).

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî X (z), ïîëó÷èì

X (z) =
Q(z)

1− pn−1z − . . . p0z
n + zn · 1

1− pn−1z − . . . p0z
n · F(z).

Çäåñü Q(z) � ïîëèíîì ïîðÿäêà n (åãî êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè).

Åñëè F(z) � ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü, òî X (z) òàêæå áóäåò ðàöèîíàëüíîé
äðîáüþ. Åñëè ýòà äðîáü íåïðàâèëüíàÿ, òî âûäåëÿåì öåëóþ ÷àñòü �
ïîëèíîì. Îñòàâøóþñÿ ïðàâèëüíóþ äðîáü ñëåäóåò ðàçëîæèòü íà ïðîñòåé-
øèå, à çàòåì äëÿ êàæäîé ïðîñòåéøåé äðîáè íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ
åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî ôîðìóëå (1.3.1). Èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(xk) áóäåò ñóììîé ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëèíîìó.

Åñëè F(z) íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ, òî ñëåäóåò íàéòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

(uk) = L−1
( Q(z)

1− pn−1z − . . . p0z
n

)
, (vk) = L−1

( zn

1− pn−1z − . . . p0z
n

)
,

ïîñëå ÷åãî ðåøåíèå íàéäåòñÿ ïî ôîðìóëå

xk = uk + (v ∗ f)k.

Çàìå÷àíèå. Ïðåäóïðåæäàåì, ÷òî ðåàëèçîâàòü ïîñëåäíèé àëãîðèòì
óäàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ðåäêî!
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Ãëàâà 2. ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÅ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
2.1. Ñîäåðæàòåëüíûå çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå

ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
Â ï.1.1 ìû ïîñòðîèëè äèñêðåòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâóõ ñî-

äåðæàòåëüíûõ çàäà÷. Òåïåðü ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû (íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå â çàäà÷å 1, êîîðäèíàòà
è ñêîðîñòü òåëà â çàäà÷å 2) ìîæíî íàáëþäàòü (èçìåðÿòü) â ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè, à íå òîëüêî â óçëàõ âðåìåííîé ñåòêè. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðèíÿòî íàçûâàòü íåïðåðûâíûìè (â ëèòåðàòóðå
èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí êîíòèíóàëüíûå1).

Ïðåäïîëàãàÿ íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå â çàäà÷å 1 íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé, ïåðåéäåì â ðàâåíñòâå

ĩk = C · uk+1 − uk

∆t
= C · u(tk + ∆t)− u(tk)

∆t

ê ïðåäåëó (∆t = 0). Ïîëó÷èì i = C · u′.
Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â (1.1.1), íàéäåì

u′ = −1

τ
· u +

1

τ
· E (2.1.1)

Çäåñü, êàê è ðàíüøå, τ = RC.
Àíàëîãè÷íî, ñ÷èòàÿ êîîðäèíàòó è ñêîðîñòü òåëà â çàäà÷å 2 íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè, ïåðåéäåì â ðàâåíñòâàõ (1.1.5)
è (1.1.6) ê ïðåäåëó (∆t = 0). Ïîëó÷èì v = x′, w = v′.

Ïîäñòàâëÿÿ w = v′ âî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà

m · w = m · g − a · v − b · x

(ñì. (1.1.4)), ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
{

x′ = v

v′ = − b
m · x− a

m · v + g.
(2.1.2)

Åñëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.1.2)
è èñêëþ÷èòü èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñêîðîñòü, òî ïîëó÷èì âìåñòî

1continuum (ëàò.) � íåïðåðûâíîå.
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ñèñòåìû îäíî óðàâíåíèå, íî ñîäåðæàùåå â îòëè÷èå îò ñèñòåìû âòîðóþ
ïðîèçâîäíóþ èñêîìîé ôóíêöèè:

x′′ = − a

m
· x′ − b

m
· x + g. (2.1.3)

2.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ïîëó÷åííàÿ â ï.2.1 êîíòèíóàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è

î çàðÿäå êîíäåíñàòîðà (2.1.1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáûêíîâåííîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ëèíåéíîãî, ñ ïîñòîÿí-
íûì êîýôôèöèåíòîì

x′ = a · x + f. (2.2.1)

Çäåñü a � çàäàííîå ÷èñëî (êîýôôèöèåíò óðàâíåíèÿ), f � çàäàííàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ (ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ), x � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ.

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèè, âõîäÿùèå â (2.2.1), âñåãäà ñ÷èòàþòñÿ îïðåäå-
ëåííûìè íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî
ïðîòèâíîå, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ïðîìåæóòîê � ñåãìåíò [α, β].

Óðàâíåíèå (2.2.1) íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûì, òàê êàê ñîäåðæèò îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
èñêîìîé ôóíêöèè;
îáûêíîâåííûì � òàê ïðèíÿòî íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé (â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ);
ïåðâîãî ïîðÿäêà, èáî ñòàðøàÿ èç âõîäÿùèõ â íåãî ïðîèçâîäíûõ � ïåðâàÿ;
ëèíåéíûì � òàê êàê îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå L(x) = f ,
ãäå L(x) = x′ − a · x � ëèíåéíûé (óáåäèòåñü â ýòîì!) îïåðàòîð.

Íàêîíåö, ýòî óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì � â îòëè÷èå
îò ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì, â êîòîðîì a íå
÷èñëî, à çàäàííàÿ íà [α, β] íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ òîëüêî îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ìû áóäåì
îïóñêàòü ñëîâî "îáûêíîâåííîå" è ãîâîðèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,
à èíîãäà è ïðîñòî óðàâíåíèå.

Ñèñòåìà (2.1.2) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
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x′1 = a11x1 + · · ·+ a1nxn + f1

. . .

x′n = an1x1 + · · ·+ annxn + fn

,

êîòîðàÿ â ìàòðè÷íîé ôîðìå èìååò âèä

x′ = A · x + f. (2.2.2)

Çäåñü A � êâàäðàòíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, f = [f1, . . . , fn]
T �

çàäàííûé âåêòîð-ñòîëáåö âûñîòû n èç ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà [α, β],
x = [x1, . . . , xn]

T � èñêîìûé âåêòîð-ñòîëáåö èç ôóíêöèé.
Åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû A � íå ÷èñëà, à ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå

íà [α, β], ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Çàïèøåì, íàêîíåö, ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà




x′1 = ϕ1(t; x1, . . . , xn)
. . .

x′n = ϕn(t; x1, . . . , xn)
, (2.2.3)

ãäå ϕ1, . . . , ϕn � ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå íà [α, β]×Ω, à Ω � âñå ïðîñòðàí-
ñòâî Rn èëè åãî ÷àñòü.

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
(2.2.1) è äëÿ ñèñòåì (2.2.2), (2.2.3):

Íàéòè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ íà [α, β] ôóíêöèþ (ñîîò-
âåòñòâåííî, âåêòîð-ôóíêöèþ) x(t), êîòîðàÿ â êàæäîé òî÷êå ñåãìåí-
òà îáðàùàåò óðàâíåíèå (2.2.1) (ñîîòâåòñòâåííî, (2.2.2) èëè (2.2.3)) â
òîæäåñòâî è, êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, çàäàí-
íûì â òî÷êå t0 ∈ [α, β]: x(t0) = x0.

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Çàäà÷ó Êîøè íàçûâàþò òàêæå íà-
÷àëüíîé çàäà÷åé, èëè çàäà÷åé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (initial value prob-
lem). Ïðèìåíèòåëüíî ê òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � ýòî çàäà÷à îïðåäå-
ëåíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ ñèñòåìû ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì åå ïîëîæåíèè.

Îáîáùàÿ óðàâíåíèå (2.1.3), çàïèøåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå n-ãî
ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (çäåñü a0, . . . , an−1 � ÷èñëà)

x(n) = an−1x
(n−1) + · · ·+ a0x + f. (2.2.4)

Åñëè êîýôôèöèåíòû â (2.2.4) � ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå íà [α, β], ïîëó÷à-
åì ëèíåéíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Íàêîíåö, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n

x(n) = ϕ
(
t; x, x′, . . . , x(n−1)), (2.2.5)

ãäå ϕ � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [α, β]× Ω, à Ω � âñå ïðîñòðàíñòâî Rn

èëè åãî ÷àñòü.
Çàìå÷àíèå. Òàê æå, êàê â ñëó÷àå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî â ðàâíîñèëü-
íóþ ñèñòåìó èç n óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äåéñòâèòåëüíî, ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ
y1 = x, y2 = x′ = y′1, . . . , yn = x(n−1) = y′n−1,

ïîëó÷èì èç óðàâíåíèÿ (2.2.5) ñèñòåìó




y′1 = y2

y′2 = y3

. . .
y′n = ϕ(t; y1, . . . , yn)

.

Îäíàêî îáðàòíûé ïåðåõîä íå âñåãäà âîçìîæåí. Ïîêàæåì ýòî íà ïðîñòåé-
øåì ïðèìåðå. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

{
x′1 = a11x1 + a12x2 + f1

x′2 = a21x1 + a22x2 + f2
,

ãäå f1 è f2 � íåïðåðûâíûå íà [α, β] ôóíêöèè. Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü èç ýòîé
ñèñòåìû èñêîìóþ ôóíêöèþ x2 ïðèâåäåò ê íåîáõîäèìîñòè äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ îäíîãî èç óðàâíåíèé. Íî ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî
óñëîâèþ ëèøü íåïðåðûâåí è ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäèôôåðåíöèðóåìûì!

Ìû îáðàùàåì íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ, òàê êàê
â êóðñàõ ïî òåîðèè ëèíåéíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ñ ïîñòîÿííûìè ïà-
ðàìåòðàìè ÷àñòî ñâîäÿò ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ê óðàâíå-
íèþ âûñîêîãî ïîðÿäêà, äèôôåðåíöèðóÿ ïðè ýòîì íåäèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò òàê íàçûâàåìûå îáîáùåííûå ôóíêöèè,
òðåáóþùèå äëÿ êâàëèôèöèðîâàííîãî èñïîëüçîâàíèÿ óðîâíÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîé ïîäãîòîâêè, íåäîñòèæèìîãî â òåõíè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ.

Áîëåå òîãî, ìàòðè÷íàÿ òåõíèêà äåëàåò ïðîöåññ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé íå áîëåå ñëîæíûì, ÷åì ðåøåíèå îäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó
ñâåäåíèå ñèñòåìû ê îäíîìó óðàâíåíèþ íåöåëåñîîáðàçíî äàæå â ñëó÷àå,
êîãäà âîçìîæíî.
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2.3. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì

Ìû èùåì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ x : [α, β] → R,
êîòîðàÿ:

1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2.1), ò.å.
x′(t) ≡ a · x(t) + f(t), t ∈ [α, β];

2) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, ò.å. x(t0) = x0, ãäå t0 �
çàäàííàÿ òî÷êà èç [α, β], x0 � çàäàííîå ÷èñëî.

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f(t) ≡ 0 (îäíîðîäíîå óðàâíå-
íèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ (2.2.1)).

Âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû îáîçíà÷èì òåïåðü èñêîìóþ ôóíêöèþ äðó-
ãîé áóêâîé. Èòàê, ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

z′ = a · z; z(t0) = z0. (2.3.1)

Òåîðåìà. Çàäà÷à Êîøè (2.3.1) (a, t0, z0 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåí-
íûå ÷èñëà) èìååò íà ëþáîì ïðîìåæóòêå, ñîäåðæàùåì òî÷êó t0 (â òîì
÷èñëå íà R) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

z(t) = exp (a(t− t0)) · z0 (2.3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ (2.3.2) â (2.3.1), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòà
ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè åäèíñòâåííî.
Ïóñòü z(t) � ðåøåíèå (2.3.2), à w(t) � êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå òîé æå
çàäà÷è Êîøè (2.3.1), ò.å.

w′(t) ≡ a · w(t); w(t0) = z0. (2.3.3)

Ââåäåì ôóíêöèþ u(t) = exp (−a(t− t0)) · w(t). Òîãäà, î÷åâèäíî,
w(t) = exp (a(t− t0)) · u(t). Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (2.3.3):

exp (a(t− t0)) · u′(t) + a · exp (a(t− t0)) · u(t) ≡
≡ a · exp (a(t− t0)) · u(t); u(t0) = z0.

Îòñþäà exp (a(t− t0))·u′(t) ≡ 0, à òàê êàê ýêñïîíåíòà â íóëü íå îáðà-
ùàåòñÿ, ïîëó÷àåì u′(t) ≡ 0. Òîãäà u(t) = const, è ñ ó÷åòîì u(t0) = z0

èìååì u(t) ≡ z0. Ñëåäîâàòåëüíî, w(t) ≡ z(t). ¥
Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ

z′ = a · z íà ïðîìåæóòêå, ëèáî íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íè â îäíîé òî÷êå
ýòîãî ïðîìåæóòêà, ëèáî ðàâíà íà íåì íóëþ òîæäåñòâåííî.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê çàäà÷å Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

x′ = a · x + f ; x(t0) = x0 (2.3.4)

Åå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

x(t) = exp (a(t− t0)) · v(t), (2.3.5)

ãäå v � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ (ñðàâíèòå (2.3.5) ñ (2.3.2): êîíñòàíòà z0

çàìåíåíà íà ôóíêöèþ v, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ
ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé).

Ïîäñòàâëÿÿ (2.3.5) â (2.3.4), ïîëó÷àåì

exp (a(t− t0)) · v′(t) + a · exp (a(t− t0)) · v(t) =

= a · exp (a(t− t0)) · v(t) + f(t); v(t0) = x0.

Îòñþäà v′(t) = exp (−a(t− t0)) · f(t). Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî,
ïîëó÷àåì

v(t)− v(t0) =

t∫

t0

exp (−a(γ − t0)) · f(γ)dγ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v(t0) = x0, è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â (2.3.5), ïîëó÷èì
ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

x(t) = exp (a(t− t0)) · x0 +

t∫

t0

exp (a(t− γ)) · f(γ)dγ. (2.3.6)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Ïóñòü
x � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé (2.3.6), à w � êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå òîé
æå çàäà÷è Êîøè, ò.å.

w′ = a · w + f ; w(t0) = x0.

Òîãäà ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè z = x−w óäîâëåòâîðÿåò
îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (2.3.1) (ïðîâåðüòå ýòî!), è â îäíîé òî÷êå ýòà
ðàçíîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü: z(t0) = 0. Ïî ñëåäñòâèþ èç äîêàçàííîé âûøå
òåîðåìû ýòà ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî. ¥

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà
Òåîðåìà. Çàäà÷à Êîøè (2.3.4) (f � íåïðåðûâíàÿ íà [α, β] ôóíêöèÿ,

t0 ∈ [α, β], x0 � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, êîòîðîå çàäàåòñÿ íà [α, β] ôîðìóëîé (2.3.6).
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Ïðèìåð. Â ï.2.1 áûëî âûâåäåíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(2.1.1), îïèñûâàþùåå çàêîí èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå ïðè
çàðÿäêå ïîñëåäíåãî îò èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîé ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëû.
Äîáàâèâ íà÷àëüíîå óñëîâèå u(0) = U , ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè:

u′ = −1

τ
· u +

1

τ
· E; u(0) = U (U < E).

Åå ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé (2.3.6) ïðè a = −1
τ , f(t) = E

τ :

u(t) = exp
(
− t

τ

)
· U +

E

τ
·

t∫

0

exp
(
−t− γ

τ

)
dγ =

= exp
(
− t

τ

)
· U +

(
1 − exp

(
− t

τ

))
· E.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííîé íàçûâàþò òàêæå ìåòî-
äîì Ëàãðàíæà.

2. Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (2.3.6), ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ åñòü
ñóììà äâóõ ñëàãàåìûõ:

exp (a(t− t0))·x0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû çà ñ÷åò íà÷àëüíîãî çàïàñà ýíåðãèè â ýòîé ñèñòåìå
(íåíóëåâîå íà÷àëüíîå óñëîâèå);

t∫
t0

exp (a(t− γ)) ·f(γ)dγ åñòü èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíîé äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû çà ñ÷åò âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà ýòó ñèñòåìó (ñâîáîäíîãî
÷ëåíà óðàâíåíèÿ).

3. Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è âèäà (2.3.4), â êîòîðûõ
f � íå íåïðåðûâíàÿ, à ëèøü êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ íà ñåãìåíòå ôóíêöèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå íå ìîæåò, êîíå÷íî, âûïîëíÿòüñÿ â òî÷êàõ ðàç-
ðûâà ôóíêöèè f .

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå ïåðâîîáðàçíîé äëÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè f : ýòî êóñî÷íî ãëàäêàÿ, íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ïðîèçâîäíàÿ
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ f â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè f . Ïî àíàëîãèè, ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ (2.3.4) ñ êóñî÷íî íåïðåðûâíûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì f
íàçîâåì êóñî÷íî ãëàäêóþ íåïðåðûâíóþôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòî-
ìó óðàâíåíèþ âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè f . Èíà÷å ãîâîðÿ, ðåøåíèå
äîëæíî áûòü ïåðâîîáðàçíîé îò ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.3.4).

Çàäà÷ó (2.3.4) ñ êóñî÷íî íåïðåðûâíûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ìîæíî
ðåøàòü "ïî êóñêàì". Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.
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Ïóñòü t0 = α, è ôóíêöèÿ f íà [α, β] èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ðàç-
ðûâà λ. Òîãäà îïðåäåëèì ðåøåíèå íà [α, λ] ïî ôîðìóëå (2.3.6), à çàòåì
ðåøèì íîâóþ çàäà÷ó Êîøè íà [λ, β], ñ÷èòàÿ ïîëó÷åííîå íà ïåðâîì øàãå
çíà÷åíèå x(λ) íîâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Åñëè òî÷åê ðàçðûâà áîëüøå
îäíîé, ýòó îïåðàöèþ íóæíî ïðèìåíèòü íåñêîëüêî ðàç.

Îäíàêî íåñëîæíî âèäåòü (ïðîâåðüòå ýòî!), ÷òî ïðè ýòîì âî âñåõ òî÷-
êàõ ïðîìåæóòêà [α, β] ðåøåíèå x(t) áóäåò çàäàâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.3.6).
Ïîýòîìó äîêàçàííàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ êóñî÷íî
íåïðåðûâíûì íà [α, β] ñâîáîäíûì ÷ëåíîì.

4. Ôîðìóëà (2.3.6) ñîäåðæèò èíòåãðàë. Òàêèì îáðàçîì, îíà ÿâëÿåòñÿ
êàê áû "ïîëóôàáðèêàòîì" ðåøåíèÿ: ìû ñâåëè ïðîáëåìó îòûñêàíèÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè ê ïðîáëåìå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà.

2.4. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé

Ïóñòü çàäàíû n íåïðåðûâíûõ íà [α, β] ôóíêöèé f1 . . . , fn, ÷èñëîâàÿ
n×n-ìàòðèöà A, ÷èñëîâîé ñòîëáåö x(0) = [x

(0)
1 . . . x0

n]
T è òî÷êà t0 ∈ [α, β].

Çàïèøåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé

x′ = A · x + f ; x(t0) = x(0). (2.4.1)

Çäåñü f = [f1 . . . fn]
T ; x = [x1 . . . xn]

T � èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû
z′ = A · z; z(t0) = z(0). (2.4.2)

Òåîðåìà. Çàäà÷à Êîøè (2.4.2) èìååò íà ëþáîì ïðîìåæóòêå, ñîäåð-
æàùåì òî÷êó t0, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

z(t) = exp (A(t− t0)) · z(0). (2.4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ t = t0, óáåæäàåìñÿ, ÷òî z óäîâëåòâîðÿåò
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ ðÿä, çàäàþùèé ìàòðè÷íóþ
ýêñïîíåíòó, ïîëó÷àåì

(
exp(At)

)′
=

+∞∑

k=0

(
Ak tk

k!

)′
=

+∞∑

k=1

kAk tk−1

k!
=

= A ·
+∞∑

k=1

Ak−1 tk−1

(k − 1)!
= A ·

+∞∑
j=0

Aj tj

j!
= A · exp(At),
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îòêóäà
z′(t) =

(
exp (A(t− t0))

)′
· z(0) = A · exp (A(t− t0)) · z(0) = A · z(t).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Ïóñòü z(t) � ðå-
øåíèå (2.4.3), à w(t) � êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå òîé æå çàäà÷è Êîøè, ò.å.

w′ ≡ A · w; w(t0) = z(0). (2.4.4)

Ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèþ u(t) = exp (−A(t− t0))·w(t). Òîãäà ïî ñâîé-
ñòâó ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû w(t) = exp (A(t− t0)) · u(t). Ïîäñòàâèì ýòî
âûðàæåíèå â (2.4.4):

exp (A(t− t0)) · u′(t) + A · exp (A(t− t0)) · u(t) ≡
≡ A · exp (A(t− t0)) · u(t); u(t0) = z(0).

Îòñþäà exp (A(t− t0)) ·u′(t) ≡ θn, à òàê êàê ýêñïîíåíòà � îáðàòèìàÿ
ìàòðèöà, ïîëó÷àåì, ÷òî u′(t) ≡ θn. Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ èìååì
u(t) ≡ z(0). Ñëåäîâàòåëüíî, w(t) ≡ z(t). ¥

Çàìå÷àíèÿ. 1. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ýòè ðàññóæäåíèÿ ïî÷òè äî-
ñëîâíî ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íûõ óòâåðæäåíèé èç ï.2.3.

2. Èç ôîðìóëû (2.4.3) âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé îäíî-
ðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííîé
ìàòðèöåé åñòü n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê çàäà÷å Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (2.4.1).
Òåîðåìà. Çàäà÷à Êîøè (2.4.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x(t) = exp
(
A(t− t0)

) · x(0) +

t∫

t0

exp
(
A(t− γ)

) · f(γ)dγ. (2.4.5)

Ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, òàê êàê îíî ñîñòîèò â
ïî÷òè äîñëîâíîì ïîâòîðåíèè äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîé òåîðåìû èç
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà (ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû).

Çàìå÷àíèÿ. 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôîðìóëà (2.3.6) åñòü ÷àñòíûé
ñëó÷àé ôîðìóëû (2.4.5).

2. Îñòàåòñÿ â ñèëå çàìå÷àíèå 2 èç ï.2.3: ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíîé äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû) åñòü ñóììà äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû çà ñ÷åò íà÷àëüíîãî çàïàñà
ýíåðãèè. Âòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåàêöèåé íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå.
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3. Àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 3 èç ï.2.3 îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è
(2.4.1) â ñëó÷àå, êîãäà f � âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ êóñî÷íî íåïðåðûâíûìè íà
[α, β] êîìïîíåíòàìè. Ôîðìóëà (2.4.5), òàê æå êàê è òåîðåìà ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â ýòîé ñèòóàöèè.

4. Ê óæå îòìå÷åííîé â çàìå÷àíèè 4 èç ï.2.3 ïðîáëåìå âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà äîáàâëÿåòñÿ òåïåðü íå ìåíåå ñëîæíàÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ
ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû.

2.5. Ðåøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíîå óñëîâèå

çàäàþò â òî÷êå t0 = 0, ñâîáîäíûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì, à ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè

x′ = A · x + f ; x(0) = x(0) (2.5.1)

èùóò íà ïðîìåæóòêå [0, +∞[. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
(2.4.5) ïðè t ≥ 0. Åñëè ïîëîæèòü x(t) = f(t) = 0 ïðè t < 0, òî ìîæíî
çàïèñàòü

x(t) =
(
exp(At) · x(0) +

t∫

0

exp
(
A(t− γ)

) · f(γ)dγ
)
· δ1(t). (2.5.2)

Çäåñü δ1 � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â (2.5.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåðòêó ìàò-

ðèöû-ôóíêöèè exp(At) · δ1(t) ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ñèñòåìû (2.5.1). Èç
ñâîéñòâ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû ñëåäóåò ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îãðàíè÷åí-
íîñòü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû exp(At). Ïîýòîìó exp(At) · δ1(t) � îðèãèíàë.
Äàëåå, ñâåðòêà îðèãèíàëîâ è ñóììà îðèãèíàëîâ � îðèãèíàëû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ôóíêöèÿ x, çàäàííàÿ ôîðìóëîé (2.5.2), ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì.
Ïîýòîìó ôóíêöèÿ x′ = A · x + f òàêæå îðèãèíàë.

Ïðèìåíèâ ê îáåèì ÷àñòÿì ñèñòåìû (2.5.1) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà
(ïîêîìïîíåíòíî), èìååì

s · x̃(s)− x(0) = A · x̃(s) + f̃(s). (2.5.3)

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì
èçîáðàæåíèå ðåøåíèÿ

x̃(s) = (sI − A)−1 ·
(
f̃(s) + x(0)

)
. (2.5.4)
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Èç ôîðìóë Êðàìåðà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû (sI−A)−1 � ýòî
ðàöèîíàëüíûå äðîáè, ÷èñëèòåëè êîòîðûõ � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (sI − A), ò.å. ïîëèíîìû ïîðÿäêà n, à îáùèé
çíàìåíàòåëü � îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû, ò.å. ïîëèíîì ñòåïåíè n.
Ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû (sI − A)−1 � ïðàâèëüíûå ðàöèîíàëüíûå
äðîáè, ïîëþñû êîòîðûõ � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A.

Â ÷àñòî âñòðå÷àþùåìñÿ ñëó÷àå, êîãäà èçîáðàæåíèÿ êîìïîíåíò
âåêòîðà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ � òàêæå ïðàâèëüíûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè,
ýëåìåíòû âåêòîðà x̃(s) îêàçûâàþòñÿ ïðàâèëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè
äðîáÿìè, îðèãèíàëû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ èçâåñòíûì ñïîñîáîì.

Ïðèìåð. Ðåøèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (2.1.2):
{

x′ = v

v′ = − b
m · x− a

m · v + g

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = x0, v(0) = v0 (çàäàíû íà÷àëüíàÿ
êîîðäèíàòà è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ãðóçà).

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà:
{

s · x̃− x0 = ṽ

s · ṽ − v0 = − b
m · x̃− a

m · ṽ +
g
s

,

ò.å. [
s −1
b
m s + a

m

]
·
[

x̃

ṽ

]
=

[
x0

v0 +
g
s

]
.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì èçîáðàæåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà-ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè:

x̃ =
x0 · s2 +

(ax0

m
+ v0

)
· s + g

s ·
(
s2 +

a

m
· s +

b

m

) ; ṽ =
v0 · s + g − bx0

m

s2 +
a

m
· s +

b

m

.

Åñëè êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà s2 + a
m · s + b

m ðàçëè÷íû, òî,
îáîçíà÷èâ èõ s1 è s2 , ïîëó÷èì

x(t) =
g

s1s2
+

1

s1 − s2
·
(((

s1 +
a

m

)
x0 + v0 +

g

s1

)
· exp(s1t)−

−
((

s2 +
a

m

)
x0 + v0 +

g

s2

)
· exp(s2t)

)
;
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v(t) =
1

s2 − s1
·
((bx0

m
− s1v0 − g

)
· exp(s1t)−

−
(bx0

m
− s2v0 − g

)
· exp(s2t)

)
.

Åñëè êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ñîâïàäàþò: s1 = s2 = − a
2m , òî

x(t) =
4m2

a2 · g+

+
((

x0 − 4m2g

a2

)
+

(
v0 +

ax0

2m
− 2mg

a

)
· t

)
· exp

(
− a

2m
t
)
;

v(t) =
(
v0 +

(
g − av0

2m
− a2x0

4m2

)
· t

)
· exp

(
− a

2m
t
)
.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ìû ñîçíàòåëüíî îïóñòèëè ìíîæèòåëü δ1(t), èáî ïîëó-
÷åííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (2.1.2) ïðè âñåõ t ∈ R.

2. Îïèñàííûé àëãîðèòì ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû êàê ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé çàäà÷è Êîøè

X ′ = A ·X; X(0) = In,

ãäå In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
3. Åñëè êîìïîíåíòû èçîáðàæåíèÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà íå ÿâëÿþòñÿ

ïðàâèëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âîññòà-
íîâèòü ðåøåíèå ïî ïîëó÷åííîìó èçîáðàæåíèþ ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íî
áîãàòûõ òàáëèö, ñîäåðæàùèõñÿ â ñïðàâî÷íèêàõ (íàïðèìåð, Ã. Äå÷. Ðó-
êîâîäñòâî ê ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. � Ì.:
Ôèçìàòãèç, 1960). Åñëè ýòà ïîïûòêà íå ïðèâåäåò ê óñïåõó, òî öåëåñîîá-
ðàçíî îáðàòèòüñÿ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

2.6. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ïóñòü f0 � íåïðåðûâíàÿ íà [α, β] ôóíêöèÿ; a0, . . . , an−1 � çàäàííûå
÷èñëà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x(n) = an−1x
(n−1) + · · ·+ a1x

′ + a0x + f0. (2.6.1)

Çäåñü x � èñêîìàÿ n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà [α, β]
ôóíêöèÿ.
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

y1 = x; y2 = y′1 = x′; . . . yn = y′n−1 = x(n−1).

Òîãäà óðàâíåíèå (2.6.1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà

y′ = A · y + f, (2.6.2)

ãäå
y = [y1, y2, . . . , yn]

T = [x, x′, . . . , x(n−1)]T , f = [0, 0, ..., f0]
T ,

A =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

. . .

0 0 0 . . . 0 1
a0 a1 a2 . . . an−2 an−1




.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè y � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.6.2), òî êîìïîíåíòà yn

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [α, β]. Èç ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû âèäíî, ÷òî yn−1 äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [α, β],
è ò. ä. Íàêîíåö, êîìïîíåíòà y1 n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.6.1). Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (2.6.2)
ðàâíîñèëüíà óðàâíåíèþ (2.6.1).

Â çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû (2.6.2) òðåáóåòñÿ çàäàíèå íà÷àëüíîãî
âåêòîðà â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ∈ [α, β]:

y(t0) = y(0) = [y
(0)
1 , y

(0)
2 , . . . , y(0)

n ]T = [x0, x
′
0, . . . , x

(n−1)
0 ]T .

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè: íàéòè n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ íà [α, β] ôóíêöèþ
x, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.6.1), ò.å.

x(n)(t) ≡ an−1x
(n−1)(t) + · · ·+ a0x(t) + f(t), t ∈ [α, β],

è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, ò.å.

x(t0) = x0, x′(t0) = x′0, . . . , x(n−1)(t0) = x
(n−1)
0 ,

ãäå x0, x
′
0, . . . , x

(n−1)
0 � çàäàííûå ÷èñëà.

Ïîñêîëüêó ýòà çàäà÷à Êîøè ðàâíîñèëüíà çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
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Íà ïðàêòèêå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ èíîãäà íå ñâîäÿò ê ñèñòå-
ìå, à ðåøàþò íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì

Ïðèìåð. Ðåøèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1.3):

x′′ = − a

m
· x′ − b

m
· x + g

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = x0 è x′(0) = v0 (çàäàíû íà÷àëüíàÿ
êîîðäèíàòà è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ãðóçà).

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ïîñêîëüêó
L(x′) = s · x̃− x0; L(x′′) = s2 · x̃− s · x0 − v0,

èìååì s2 · x̃−s ·x0−v0 = − a
m ·(s · x̃−x0)− b

m · x̃+
g
s . Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå,

íàéäåì

x̃ =
x0 · s2 +

( a

m
· x0 + v0

)
· s + g

s ·
(
s2 +

a

m
· s +

b

m

) .

Îðèãèíàë ýòîãî èçîáðàæåíèÿ áûë ïîëó÷åí â ïðèìåðå ï.2.5.
Çàìå÷àíèå. Åñëè f0 � êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ íà [α, β] ôóíêöèÿ, òî

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.6.1) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ôóíêöèþ, ó êîòîðîé
(n− 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ ïðàâîé ÷àñòè
(2.6.1). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå n − 1 ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìî íà [α, β], à åãî (n−1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî
ãëàäêîé, è óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó íà [α, β].

2.7. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì

Ïóñòü çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè a, f : [α, β] → R. Óðàâíåíèå

x′ = a(t) · x + f(t) (2.7.1)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì a(t). Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåãî ñòàâèòñÿ
òàê: íàéòè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ íà [α, β] ôóíêöèþ x, êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.7.1), ò.å.

x′(t) ≡ a(t) · x(t) + f(t), t ∈ [α, β],

à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0) = x0 (t0 ∈ [α, β] �
çàäàííàÿ òî÷êà).
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Òåîðåìà. Çàäà÷à Êîøè, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå, èìååò ðåøåíèå, è
ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

z′ = a(t) · z; z(t0) = z0.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå

z(t) = exp (w(t)) · z0, (2.7.2)

ãäå w � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (2.7.2) â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì
exp (w(t))·w′(t) = a(t)·exp (w(t)). Ñîêðàùàÿ íà exp (w(t)) 6= 0, ïîëó÷àåì
w′(t) = a(t). Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ z(t0) = exp (w(t0)) · z0 = z0 íàéäåì

w(t0) = 0. Ïîýòîìó w(t) =
t∫

t0

a(γ)dγ. Èòàê,

z(t) = exp

( t∫

t0

a(γ)dγ

)
· z0.

Äàëåå ïðèìåíÿåì óæå èçâåñòíûé ìåòîä Ëàãðàíæà: èùåì ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

x(t) = exp

( t∫

t0

a(γ)dγ

)
· u(t). (2.7.3)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.7.3) â óðàâíåíèå (2.7.1), ïîëó÷èì

exp

( t∫

t0

a(γ)dγ

)
· a(t) · u(t) + exp

( t∫

t0

a(γ)dγ

)
· u′(t) =

= a(t) · exp

( t∫

t0

a(γ)dγ

)
· u(t) + f(t).

Îòñþäà u′(t) = exp
(
−

t∫
t0

a(γ)dγ
)
· f(t). Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

u(t)− x0 =

t∫

t0

exp

(
−

ω∫

t0

a(γ)dγ

)
· f(ω)dω.
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Ïîäñòàíîâêà ðåçóëüòàòà â (2.7.3) äàåò

x(t) = exp

( t∫

t0

a(γ)dγ

)
· x0 +

t∫

t0

exp

( t∫

ω

a(γ)dγ

)
· f(ω)dω. (2.7.4)

Åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü äîêàçàíà ìåòîäîì, àíà-
ëîãè÷íûì èñïîëüçîâàííîìó â ï.2.3. ¥

Çàìå÷àíèÿ. 1. Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (2.7.4) äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû-
÷èñëåíèé óäàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ðåäêî, òàê êàê âõîäÿùèå â íåå äâà èíòå-
ãðàëà îáû÷íî ÷åðåç òàáóëèðîâàííûå ôóíêöèè íå âûðàæàþòñÿ.

2. Èç (2.7.4) âèäíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.7.1) ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ: èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû çà ñ÷åò íà÷àëüíîãî çàïàñà ýíåðãèè â íåé (íåíóëåâîå
íà÷àëüíîå óñëîâèå) è ðåàêöèè íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå (ñâîáîäíûé ÷ëåí
óðàâíåíèÿ).

3. Ôîðìóëà (2.7.4) âåðíà è â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíò a è ñâîáîä-
íûé ÷ëåí f � êóñî÷íî íåïðåðûâíûå íà [α, β] ôóíêöèè.

4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè a = const, òî (2.7.4) ñâîäèòñÿ ê (2.3.6).

2.8. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííîé ìàòðèöåé

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, ýëåìåíòû êîòîðîé �
íåïðåðûâíûå íà [α, β] ôóíêöèè; x(0) = [x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n ]T � çàäàííûé ÷èñëî-

âîé ñòîëáåö; f = [f1, . . . , fn]
T � âåêòîð-ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [α, β].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

x′ = A(t) · x + f(t); x(t0) = x(0). (2.8.1)

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è Êîøè ñëåäó-
åò èç òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìû îïóñêàåì:

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà [α, β] ìàòðèöû-ôóíêöèè A(t)
è ëþáîãî t0 ∈ [α, β] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ íà [α, β] ìàòðèöà-ôóíêöèÿ W (t, t0) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. DtW (t, t0) = A(t) ·W (t, t0);
2. W (t0, t0) = I.

Áîëåå òîãî, ìàòðèöà W îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
3. det (W (t, t0)) 6= 0 ïðè âñåõ t ∈ [α, β];
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4. äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê t1, t2, t3 íà [α, β]

W (t1, t3) = W (t1, t2) ·W (t2, t3).

Ìàòðèöó W íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé îäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû z′ = A(t) · z.

Çàìå÷àíèå. Åñëè A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî W (t, t0) = exp (A(t− t0)). Ê ñîæàëåíèþ, â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùå-
ñòâóåò íå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû
z′ = A(t) · z; z(t0) = z(0)

èìååò âèä z(t) = W (t, t0) · z(0) (óáåäèòüñÿ â ýòîì ìîæíî, ïîäñòàâèâ
z(t) â ñèñòåìó ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ W ). Îòñþäà, êàê è â ñëó÷àå ñèñòåìû
ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé, ìîæíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû åñòü n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ìîæíî íàéòè óæå
èçâåñòíûì ìåòîäîì Ëàãðàíæà. Îíî èìååò âèä

x(t) = W (t, t0) · x(0) +

t∫

t0

W (t, γ) · f(γ)dγ. (2.8.2)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (2.4.5) � ÷àñòíûé ñëó÷àé (2.8.2).
Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ

òèïîâ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ: èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû çà ñ÷åò íà÷àëüíîãî çàïàñà ýíåðãèè â íåé (íåíóëåâîå íà÷àëüíîå
óñëîâèå) è ðåàêöèè íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå (ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ).

2.9. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Èíîãäà ôîðìàëèçàöèÿ ïðèêëàäíîé çàäà÷è åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïðèâîäèò ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n > 1:

x(n) = an−1(t)x
(n−1) + · · ·+ a1(t)x

′ + a0(t)x + f(t);

x(t0) = x0, x′(t0) = x′0, . . . , x(n−1)(t0) = x
(n−1)
0 .

Òàê æå, êàê â ï.2.6, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà çàäà÷à Êîøè ýêâèâàëåíò-
íà çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.
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Êàêèå-ëèáî îáùèå ôîðìàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îòñóò-
ñòâóþò. Ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì ëèøü ìåòîä ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ïðèãîä-
íûé äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûé ÷ëåí êîòîðûõ
àíàëèòè÷íû â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîé òî÷êè (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äîñòàòî÷íî ëèøü
íåïðåðûâíîñòè êîýôôèöèåíòîâ è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà). Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Åñëè êîýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ àíàëè-
òè÷íû ïðè |t− t0| < R, òî è ðåøåíèå àíàëèòè÷íî íà ýòîì èíòåðâàëå.

Èçëîæåíèå ìåòîäà ïðîâåäåì íà ïðèìåðå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

x′′ = p(t) · x′ + q(t) · x + f(t); x(t0) = α; x′(t0) = β.

Ïóñòü
p(t) = p0 + p1(t− t0) + · · ·+ pn(t− t0)

n + . . . ;

q(t) = q0 + q1(t− t0) + · · ·+ qn(t− t0)
n + . . . ;

f(t) = f0 + f1(t− t0) + · · ·+ fn(t− t0)
n + . . . ,

è âñå ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïðè |t − t0| < R. Îáîçíà÷èì τ = t − t0 è áóäåì
èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â âèäå ðÿäà

x(t) = x0 + x1τ + · · ·+ xnτ
n + . . .

(ò.å. áóäåì èñêàòü ÷èñëà x0, x1, . . . , xn, . . . � êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà).
Äèôôåðåíöèðóÿ äâàæäû ðÿä-ðåøåíèå è ïîäñòàâëÿÿ âñå ðÿäû â óðàâíå-
íèå, ïîëó÷èì òîæäåñòâî:

1 · 2 · x2 + 2 · 3 · x3τ + · · ·+ (n− 1) · n · xnτ
n−2 + · · · ≡

≡ (p0 + p1τ + · · ·+ pnτ
n + . . . ) · (x1 + 2 · x2τ + · · ·+ n · xnτ

n−1 + . . . )+

+(q0 + q1τ + · · ·+ qnτ
n + . . . ) · (x0 + x1τ + · · ·+ xnτ

n + . . . )+

+f0 + f1τ + · · ·+ fnτ
n + . . .

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ τ â îáåèõ ÷à-
ñòÿõ ýòîãî òîæäåñòâà, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà-ðåøåíèÿ:

1 · 2 · x2 = p0x1 + q0x0 + f0;
2 · 3 · x3 = 2p0x2 + p1x1 + q0x1 + q1x0 + f1;

. . .

(n− 1) · n · xn = (n− 1)p0xn−1 + · · ·+ pn−2x1+
+q0xn−2 + · · ·+ qn−2x0 + fn−2;
. . .
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Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé íàõîäèì

x0 = x(t0) = α; x1 = x′(t0) = β.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü x2, âòîðîå
� x3, è ò. ä. (îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ xn ñîäåðæèò â
ïðàâîé ÷àñòè òîëüêî óæå èçâåñòíûå ÷èñëà x0, x1, . . . , xn−1).

2.10. Íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
Â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à Êîøè äëÿ íàè-

áîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñèñòåì òàêèõ óðàâíåíèé. Áûëè òàêæå
ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î çàäà÷å Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà

x′ = f(t, x); x(t0) = x0.

Çäåñü f � íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ,
çàäàííàÿ íà ïðÿìîóãîëüíèêå [α, β]×]c, d[, t0 ∈ [α, β], x0 ∈]c, d[.

Îòìåòèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ òàêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ: îíî ñâÿçûâàåò êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïëîñêîñòè (t, x) ñ óãëî-
âûì êîýôôèöèåíòîì êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé â ýòîé òî÷êå ê ãðàôèêó
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ. Ýòîò ãðàôèê îáû÷íî íàçûâàþò èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå çàäàåò ïîëå íàïðàâëåíèé ñâîèõ
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.

Ïîëüçóÿñü ââåäåííîé òåðìèíîëîãèåé, çàäà÷ó Êîøè ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü òàê: íàéòè èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ óðàâíåíèÿ, ïðîõîäÿùóþ ÷å-
ðåç çàäàííóþ òî÷êó ïëîñêîñòè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî
Òåîðåìà. 1. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðÿìîóãîëüíèêà, íà êîòîðîì íåïðå-

ðûâíà ôóíêöèÿ f , ïðîõîäèò õîòÿ áû îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíå-
íèÿ x′ = f(t, x).

2. Åñëè íà ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå íåïðåðûâíà è ÷àñòíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ Dxf , òî ÷åðåç êàæäóþ åãî òî÷êó ïðîõîäèò ðîâíî îäíà èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðè ðàçðûâíîé ïðîèçâîäíîé Dxf çàäà÷à Êîøè ìîæåò èìåòü áîëåå
îäíîãî ðåøåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, çàäà÷à Êîøè

x′ = 2
√

x, x(0) = 0,
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èìååò äâà ðåøåíèÿ íà [0, +∞[: x1(t) ≡ 0 è x2(t) = t2 (÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò ïðîõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå).

Êàê ñêàçàë êëàññèê ðóññêîé ëèòåðàòóðû, âñå ëèíåéíûå óðàâíå-
íèÿ ëèíåéíû îäèíàêîâî, íî âñÿêîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå íåëèíåéíî ïî-
ñâîåìó. Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò êàêèõ-ëèáî îáùèõ ôîðìàëüíûõ ("ôîð-
ìóëüíûõ") ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðå-
íèåì îäíîãî ÷àñòî âñòðå÷àþùåãîñÿ ñëó÷àÿ � òàê íàçûâàåìîãî óðàâíåíèÿ
ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè:

x′ = R(t) ·Q(x).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Q íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ]c, d[, ïðåîáðàçóåì óðàâ-
íåíèå ê âèäó x′

/
Q(x) = R(t). Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî ïðîìåæóòêó

[t0, t], ïîëó÷èì
t∫

t0

x′(τ)dτ

Q (x(τ))
=

t∫

t0

R(τ)dτ.

Ñäåëàâ â ëåâîì èíòåãðàëå ïîäñòàíîâêó x(τ) = y, ïîëó÷èì
x(t)∫

x(t0)

dy

Q(y)
=

t∫

t0

R(τ)dτ.

Ïóñòü W � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ R, à S � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ 1/Q. Òîãäà

S (x(t))− S(x0) = W (t)−W (t0). (2.10.1)

Èòàê, äëÿ "àíàëèòè÷åñêîãî" (ôîðìàëüíîãî) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
íåîáõîäèìî:

1) íàéòè ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèé R è 1/Q;
2) ðàçðåøèòü óðàâíåíèå (2.10.1) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñïåõ äîñòèãàåòñÿ ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ.

2.11. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
Äî êîíöà XIX âåêà óñèëèÿ ðàçðàáîò÷èêîâ òåîðèè îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áûëè íàïðàâëåíû â îñíîâíîì íà ïîèñê
ðåøåíèé îòäåëüíûõ òèïîâ óðàâíåíèé â êëàññå òàê íàçûâàåìûõ êâàäðà-
òóð, ò.å. "ýëåìåíòàðíûõ" ("øêîëüíûõ") ôóíêöèé, èõ ïåðâîîáðàçíûõ è
êîìïîçèöèé. Íåðåäêî ââîäèëèñü íîâûå, òàê íàçûâàåìûå "ñïåöèàëüíûå"
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ôóíêöèè, ê êîòîðûì îòíîñÿò íåêîòîðûå ïåðâîîáðàçíûå îò "ýëåìåíòàð-
íûõ" ôóíêöèé (ñ ïðèìåðàìè èõ âû ïîçíàêîìèëèñü â êóðñå ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà), à òàêæå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé (íàïðèìåð, ôóíêöèè Áåññåëÿ � ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ). Ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé õîðîøî èçó÷åíû, áûëè ïî-
ñòðîåíû ïîäðîáíûå òàáëèöû èõ çíà÷åíèé.

Ýòîò ïóòü áûë, ïî-âèäèìîìó, åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì äëÿ ïðàê-
òè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé â îòñóòñòâèå ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñðåäñòâ. Ñ ïîÿâëåíèåì ÝÂÌ ïîñòåïåííî óòðàòèëè ñâîå çíà÷åíèå òàáëèöû
� èõ çàìåíèëè êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû (êîíå÷íî, íå ñëåäóåò çàáûâàòü,
÷òî ñîçäàíèå ýòèõ ïðîãðàìì ñòàëî âîçìîæíûì òîëüêî áëàãîäàðÿ èíôîð-
ìàöèè î ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèÿõ, íàêîïëåííîé â äîêîìïüþòåðíóþ ýïî-
õó!). Çàòåì áûëè ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèå
÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åñëè äîáàâèòü ê ýòîìó èìåþùèåñÿ íûíå âîç-
ìîæíîñòè ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûìè ìåòî-
äàìè ðåøåíèé, òî ñòàíåò ÿñíîé áåññìûñëåííîñòü ïîïûòîê çàñòàâèòü áó-
äóùåãî ïîëüçîâàòåëÿ âûó÷èòü "ìåòîäû" ðåøåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà
÷àñòíûõ âèäîâ çàäà÷è Êîøè. Äîñòàòî÷íî àäðåñîâàòü åãî ê ñïðàâî÷-
íèêàì (íàïðèìåð, Ý. Êàìêå. Ñïðàâî÷íèê ïî îáûêíîâåííûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì2. � Ì.: Íàóêà, 1971) èëè ê îäíîé èç ñðåä
êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ (íàïðèìåð, MATHEMATICA èëè MAPLE),
êîòîðûå óìåþò ðåøàòü âñå òèïû óðàâíåíèé, äî ñèõ ïîð çàïîëíÿþùèå
ó÷åáíèêè ìàòåìàòèêè äëÿ ÂÒÓÇîâ.

Çàìåòèì åùå, ÷òî äàæå â ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå ñîäåðæèòñÿ â ñïðà-
âî÷íèêå, îò ïîëó÷åííîãî ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ òîëêó ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåìíîãî. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè äîïóñêàåò
ôîðìàëüíîå ðåøåíèå, íî çàäà÷à Êîøè ïðè ýòîì ôàêòè÷åñêè "ïåðåäàåò-
ñÿ â äðóãîé öåõ" � ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ äâóõ ïåðâîîáðàçíûõ, â
îáùåì ñëó÷àå íåàëãîðèòìèçèðóåìîé.

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ëþáîãî ÷èñëåííîãî
ìåòîäà íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà äâà âîïðîñà:

1. Ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è Êîøè?
2. Åñëè ñóùåñòâóåò, òî åäèíñòâåííî ëè îíî?

2Ýòà ðàáîòà ñîäåðæèò ðåøåíèÿ îêîëî 1650 óðàâíåíèé.

36



Èìååòñÿ öåëûé ðÿä òåîðåì, êîòîðûå îòâå÷àþò íà ýòè âîïðîñû. Îäíà
èç íèõ ïðèâåäåíà â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Çàìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà-
÷è Êîøè íå íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå, à ëèøü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íà÷àëüíîé òî÷êè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè x′ = 1 + x2, x(0) = 0. Ôóíê-
öèÿ f(t, x) ≡ 1 + x2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íà âñåé ïëîñêîñòè, ò.å. ÷åðåç
êàæäóþ òî÷êó ïëîñêîñòè ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîõîäèò ãðàôèê ðå-
øåíèÿ x = tg(t), êîòîðîå îïðåäåëåíî òîëüêî íà ]− π/2, π/2[ è íå ìîæåò
áûòü ïðîäîëæåíî íà áîëüøèé ïðîìåæóòîê.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå íåïðîñò.
Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè îñòàíîâèòüñÿ íà íåì ïîäðîáíî, îòìåòèì ëèøü, ÷òî
äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ýòà ïðîáëåìà íå âîçíèêàåò � èõ ðåøå-
íèå âñåãäà îïðåäåëåíî íà òîì æå ïðîìåæóòêå, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû
êîýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûé ÷ëåí.

Ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî
íà ñåãìåíòå [t0, tn = T ] çàäàåòñÿ ñåòêà {t0, t1, . . . , tn}. Äàëåå âû÷èñëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà ýòîé ñåòêå x1, x2, . . . , xn.

Îïðåäåëåíèå. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

max
1≤k≤n

(|xk − x(tk)|).

Ìû ðàññìîòðèì äâà íàèáîëåå ïðîñòûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäà ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè: ìåòîä Ýéëåðà è ìåòîä "ïðîãíîç-êîððåêöèÿ".

Ìåòîä Ýéëåðà
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à Êîøè

x′ = f(t, x); x(t0) = x0.

Â òî÷êå (t0, x0) (ðèñ.2.1), ëåæàùåé íà èíòåðåñóþùåé íàñ èíòåãðàëü-
íîé êðèâîé, èçâåñòíà êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé êðèâîé, òàê êàê åå óãëîâîé
êîýôôèöèåíò ðàâåí f(t0, x0). Èäåÿ ìåòîäà Ýéëåðà ñîñòîèò â çàìåíå äâè-
æåíèÿ ïî íåèçâåñòíîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé (1 íà ðèñ.2.1) äâèæåíèåì ïî
èçâåñòíîé êàñàòåëüíîé ê ýòîé êðèâîé. Ñäåëàâ îäèí øàã, ìû ïåðåéäåì â
òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (t1, x1), ãäå t1 çàäàíî, à x1 = x0 +f(t0, x0) ·(t1−t0).
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t0 t1 t2 t3

1

2

2

3

Ðèñ.2.1. (1) � èñêîìàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ,
(2) � "ïîáî÷íûå" èíòåãðàëüíûå êðèâûå,
(3) � ëîìàíàÿ Ýéëåðà

Âòîðîé øàã ìåòîäà Ýéëåðà îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî òåì, ÷òî äâèæå-
íèå ïðîèñõîäèò ïî êàñàòåëüíîé ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé (2 íà ðèñ.2.1),
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (t1, x1) (ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ýòî óæå äðóãàÿ
èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ!). Ïîñëåäóþùèå øàãè àíàëîãè÷íû âòîðîìó. Òàêèì
îáðàçîì èñêîìàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ çàìåíÿåòñÿ ëîìàíîé (3 íà ðèñ.2.1)
� îíà íàçûâàåòñÿ ëîìàíîé Ýéëåðà.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîé ñåò-
êè. Îáîçíà÷èì íà÷àëüíóþ àáñöèññó t0, êîíå÷íóþ tn = T , à øàã ñåòêè �
h = T − t0

n .
Òåîðåìà. Åñëè êàê ãðàôèê ðåøåíèÿ x(t), òàê è ïîñòðîåííûå ïî ìå-

òîäó Ýéëåðà òî÷êè (t1, x1), . . . , (tn, xn) íå âûõîäÿò èç ïðÿìîóãîëüíèêà
∆, íà êîòîðîì îãðàíè÷åíû ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f , òî äëÿ ïî-
ãðåøíîñòè ìåòîäà èìååò ìåñòî îöåíêà

max
1≤k≤n

(|xk − x(tk)|) ≤ C

n
,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå x′ = f(t, x) ðåøåíèå çàäà-

÷è Êîøè (â ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè êîòîðîãî ìû ïðåäâàðè-
òåëüíî óáåäèëèñü) è ïðîèíòåãðèðóåì òîæäåñòâî x′(t) ≡ f (t, x(t)) ïî
ñåãìåíòó [tk, tk+1]. Ïîëó÷èì

x(tk+1) = x(tk) +

tk+1∫

tk

f (τ, x(τ)) dτ. (2.11.1)

Â òî æå âðåìÿ ïî ìåòîäó Ýéëåðà
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xk+1 = xk + f(tk, xk) · h = xk +

tk+1∫

tk

f(tk, xk)dτ. (2.11.2)

Âû÷èòàÿ (2.11.2) èç (2.11.1) è îáîçíà÷àÿ ek = x(tk)− xk, ïîëó÷èì

ek+1 = ek +

tk+1∫

tk

(f (τ, x(τ))− f(tk, xk)) dτ. (2.11.3)

Ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â (2.11.3) â âèäå ñóììû

f (τ, x(τ))− f(tk, xk) =

=
(
f (τ, x(τ))− f (tk, x(tk))

)
+

(
f (tk, x(tk))− f(tk, xk)

)
.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó:
f (τ, x(τ))− f (tk, x(tk)) = (Dτf + Dxf · f) (τ̃ , x(τ̃)) · (τ − tk)

(τ̃ � íåêîòîðàÿ òî÷êà íà èíòåðâàëå ]tk, τ [).
Îáîçíà÷èâ A = sup

∆
(|Dτf + Dxf · f |), ïîëó÷èì

∣∣∣f (τ, x(τ))− f (tk, x(tk))
∣∣∣ ≤ A · (τ − tk). (2.11.4)

Ïðèìåíèì ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó:
f (tk, x(tk))− f(tk, xk) = Dxf(tk, x̃) · (x(tk)− xk) = Dxf(tk, x̃) · ek

(x̃ � íåêîòîðàÿ òî÷êà ìåæäó xk è x(tk)).
Îáîçíà÷èâ B = sup

∆
(|Dxf |), ïîëó÷èì

∣∣∣f (tk, x(tk))− f(tk, xk)
∣∣∣ ≤ B · |ek|. (2.11.5)

Èç (2.11.3), (2.11.4) è (2.11.5) ñëåäóåò

|ek+1 − ek| ≤
tk+1∫

tk

∣∣∣
(
f (τ, x(τ))− f(tk, xk)

)∣∣∣dτ ≤

≤
tk+1∫

tk

∣∣∣f (τ, x(τ))− f (tk, x(tk))
∣∣∣dτ +

tk+1∫

tk

∣∣∣f (tk, x(tk))− f(tk, xk)
∣∣∣dτ ≤

≤ A ·
tk+1∫

tk

(τ − tk)dτ + B · |ek| ·
tk+1∫

tk

dτ = A · h
2

2
+ B · |ek| · h.
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Ïîýòîìó
|ek+1| ≤ |ek+1 − ek|+ |ek| ≤ (1 + B · h) · |ek|+ A · h

2

2
.

Âûïèñûâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ k = 0, 1, . . . , n− 1, ïîëó÷èì

|e1| ≤ A · h
2

2
;

|e2| ≤ (1 + B · h) · A · h
2

2
+ A · h

2

2
= (1 + (1 + B · h)) · A · h

2

2
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

|en| ≤
(
1 + (1 + B · h) + · · ·+ (1 + B · h)n−1) · A · h

2

2
=

=
(1 + B · h)n − 1

2B
· A · h =

((
1 +

B · (T − t0)

n

)n

− 1
)
· A · (T − t0)

2Bn
.

Èç ôîðìóëû Òåéëîðà

ln(1 + x) = x− 1

2(1 + ξ)2x
2

(ξ � íåêîòîðàÿ òî÷êà ìåæäó 0 è x) âèäíî, ÷òî ln(1 + x) ≤ x ïðè âñåõ
x > −1. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî n ∈ N

n · ln
(
1 +

B · (T − t0)

n

)
≤ B · (T − t0).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî â îöåíêó äëÿ en, ïîëó÷èì

|en| ≤
(
exp (B · (T − t0))− 1

)
· A · (T − t0)

2B
· 1

n
=

C

n
. ¥

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ýéëåðà ìîæíî
ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé, óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè.

Çàìå÷àíèå. Â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ îáû÷íî èñïîëüçóþò òîò æå
ìåòîä äðîáëåíèÿ øàãà, ÷òî è â ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè: óäâàèâàþò
êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè äî òåõ ïîð, ïîêà ó äâóõ ñîñåäíèõ ïðèáëèæåíèé
íå ñîâïàäåò çàäàííîå êîëè÷åñòâî çíà÷àùèõ öèôð. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî
ïîìíèòü, ÷òî òàêèå êîñâåííûå ìåòîäû êîíòðîëÿ òî÷íîñòè, áóäó÷è äîñòà-
òî÷íî ïðîñòûìè, íå äàþò ïîëíîé ãàðàíòèè äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòà.

Ìåòîä "ïðîãíîç-êîððåêöèÿ"
Åñëè áû ìû ìîãëè âû÷èñëèòü èíòåãðàë â ôîðìóëå (2.11.1), òî ïîëó-

÷èëè áû çíà÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â î÷åðåäíîì óçëå ñåòêè. Ìåòîä
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Ýéëåðà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàìåíó ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
â (2.11.1) ñïëàéíîì ïåðâîãî ïîðÿäêà (êîíñòàíòîé), ÷òî ïðèâîäèò ê êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëå ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü, ÷òî
ïîãðåøíîñòü ìåòîäà óìåíüøèòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü ñïëàéí âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, ò.å. êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó òðàïåöèé

xk+1 = xk +

tk+1∫

tk

f (τ, x(τ)) dτ ∼= xk +
f(tk, xk) + f(tk+1, xk+1)

2
· h.

Îäíàêî ýòó ôîðìóëó ïðèìåíèòü íåëüçÿ, òàê êàê â åå ïðàâîé ÷àñòè
ñòîèò íåèçâåñòíîå ïîêà ÷èñëî f(tk+1, xk+1). Ïîýòîìó êàæäûé øàã ìåòîäà
ïðîãíîç-êîððåêöèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäøàãà: ïðåäâàðèòåëüíûé (ïðî-
ãíîç) âûïîëíÿåòñÿ ïî ìåòîäó Ýéëåðà

x̃k+1 = xk + f(tk, xk) · h,

à çàêëþ÷èòåëüíûé (êîððåêöèÿ) � ïî ôîðìóëå òðàïåöèé, ïðè÷åì âìåñòî
íåèçâåñòíîãî xk+1 áåðåòñÿ ðåçóëüòàò ïðîãíîçà x̃k+1:

xk+1 = xk +
f(tk, xk) + f(tk+1, x̃k+1)

2
· h.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà. Åñëè êàê ãðàôèê ðåøåíèÿ x(t), òàê è ïîñòðîåííûå ïî ìå-

òîäó "ïðîãíîç-êîððåêöèÿ" òî÷êè (tk, xk), k = 1, . . . , n, íå âûõîäÿò èç
ïðÿìîóãîëüíèêà ∆, ãäå îãðàíè÷åíû âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f , òî
èìååò ìåñòî îöåíêà

max
1≤k≤n

(|x(tk)− xk|) ≤ C

n2 ,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Çàìå÷àíèÿ. 1. Ñóùåñòâóþò ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-

øè, èñïîëüçóþùèå â ôîðìóëå (2.11.1) ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè áîëåå âû-
ñîêèõ ïîðÿäêîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïëàéíà ïîðÿäêà m

(è ïðè îãðàíè÷åííîñòè m-õ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f) èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî |x(tk)− xk| ≤ C

/
nm, k = 1, . . . , n.

2. ×èñëåííûå ìåòîäû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà
çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

3. Ñîâðåìåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà ðàñïîëàãàåò áîëüøèì
íàáîðîì ìàøèííûõ ïðîãðàìì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.
Òàê, íàïðèìåð, áèáëèîòåêà NAG ñîäåðæèò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ òàêèõ
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ïðîãðàìì. Ñðåäû êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ (MAPLE, MATHEMATICA,
MATLAB) òàêæå îáåñïå÷èâàþò ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.

4. Ñ÷èòàåì íåîáõîäèìûì åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî (êàê è äëÿ êâàä-
ðàòóðíûõ ôîðìóë) ïðèâåäåííûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïîëó÷åíû â ïðåä-
ïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè f , ò.å. ïðè íàëè÷èè ó íåå
îãðàíè÷åííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà.

2.12. Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
Â ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé âàæíóþ ðîëü èãðàåò âîïðîñ î âëèÿíèè íà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
ïîãðåøíîñòè â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî
Òåîðåìà. Ïóñòü x � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

x′ = f(t, x); x(t0) = x(0) (2.12.1)

� îïðåäåëåíî íà ñåãìåíòå [t0, T ]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f è åå ÷àñòíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ Dxf íåïðåðûâíû ïðè t ∈ [t0, T ], x ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëî-
æèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå δ, ÷òî åñëè |x̃(0)− x(0)| < δ,

òî x̃ � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
x′ = f(t, x); x(t0) = x̃(0) (2.12.2)

� òàêæå îïðåäåëåíî íà ñåãìåíòå [t0, T ], ïðè÷åì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|x̃(t)− x(t)| < ε, t ∈ [t0, T ].

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìàëîå èçìåíåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê ìà-
ëîìó èçìåíåíèþ ðåøåíèÿ íà ñåãìåíòå. Ãîâîðÿò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êî-
øè íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëü-
íûõ äàííûõ âåðíà è äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå â çàäà÷àõ
(2.12.1)�(2.12.2) f : [t0, T ] × Rn −→ Rn � âåêòîð-ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà x, à âñå ìî-
äóëè ñëåäóåò çàìåíèòü íà íîðìû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (2.12.1), äëÿ äîñòèæåíèÿ òîé æå äîïóñòè-
ìîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ε ïðèäåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òðåáîâàòü âñå áîëü-
øåé òî÷íîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ δ. Ïîýòîìó âûäåëÿþò âåñüìà âàæíûé
êëàññ ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ íå çàâèñèò
îò ïðîìåæóòêà.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ f è ìàòðèöà åå ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ Dxf íåïðåðûâíû ïðè t ≥ t0, x ∈ Rn. Ðåøåíèå x çàäà÷è Êî-
øè (2.12.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó3, åñëè âûïîëíåíû òðè
óñëîâèÿ:

1) ðåøåíèå x îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ≥ t0;

2) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ρ > 0, ÷òî åñëè ‖x̃(0) − x(0)‖ < ρ, òî ðåøå-
íèå x̃ çàäà÷è Êîøè (2.12.2) òàêæå îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ≥ t0;

3) äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå
δ ≤ ρ, ÷òî åñëè ‖x̃(0) − x(0)‖ < δ, òî

‖x̃(t)− x(t)‖ < ε, t ≥ t0.

Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïî Ëÿïóíîâó îçíà÷àåò, ÷òî
ìàëîå èçìåíåíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðèâîäèò ê ìàëîìó èçìåíåíèþ ðå-
øåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [t0, +∞[.

Åñëè ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïèñûâàåò ïîâåäåíèå
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, à x(t) � òðåáóåìûé ðåæèì ðàáîòû ýòîé ñèñòåìû,
òî óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó îçíà÷àåò, ÷òî ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò ýòîãî
ðåæèìà â ìîìåíò t0 íå ïðèâåäóò ê "ðàçâàëó" ñèñòåìû � ñèñòåìà áóäåò
âñåãäà íàõîäèòüñÿ âáëèçè òðåáóåìîãî ðåæèìà.

Âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ èãðàåò åùå îäíî ïîíÿòèå.
Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå x íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì,

åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, è ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-
ëî ρ1 ≤ ρ, ÷òî åñëè ‖x̃(0) − x(0)‖ < ρ1, òî

‖x̃(t)− x(t)‖ → 0 ïðè t → +∞.

Â ïðèìåíåíèè ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè îò òðåáóåìîãî ðåæèìà ñèñòå-
ìà ñòðåìèòñÿ ïðèáëèçèòüñÿ ê íåìó.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Íà-
÷íåì ñ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè

x′ = Ax + f ; x(t0) = x(0). (2.12.3)

3Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ ËßÏÓÍÎÂ (1857-1918) � ðóññêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê,
àêàäåìèê Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ, ÷ëåí ìíîãèõ àêàäåìèé è íàó÷íûõ îáùåñòâ. Ñîçäàòåëü
òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, àâòîð ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò ïî òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
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Òåîðåìà. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.12.3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî;
2) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùå-

ñòâåííûå ÷àñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.12.3), à x̃ � ðå-

øåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ òîé æå ñèñòåìû ñ äðóãèì âåêòîðîì íà÷àëüíûõ
äàííûõ x̃(0). Îáîçíà÷èì z = x̃ − x, z0 = x̃(0) − x(0). Òîãäà ïî ôîðìóëå
(2.4.3) ïîëó÷àåì

z(t) = exp
(
A(t− t0)

) · z0 = exp(−At0) · exp(At) · z0. (2.12.4)

Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ ñ íåîòðèöàòåëüíîé âå-
ùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Òîãäà, åñëè z0 � ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåê-
òîð, òî z(t) = exp(λ(t− t0)) · z0, è ‖z(t)‖ ≥ ‖z0‖ ïðè t ≥ t0. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì ïî íîðìå âåêòîðå z0 (îòêëîíåíèè íà÷àëüíûõ
äàííûõ) îòêëîíåíèå ðåøåíèÿ z íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å. ðåøåíèå x íå
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Ïóñòü òåïåðü âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λj ìàòðèöû A èìåþò îòðèöà-
òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Èç (2.12.4) âèäíî, ÷òî

‖z(t)‖ ≤ ‖exp(−At0)‖ · ‖exp(At)‖ · ‖z0‖. (2.12.5)

Èç ï.2.5 èçâåñòíî, ÷òî èçîáðàæåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåí-
òû � ïðàâèëüíûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè, ïîëþñû êîòîðûõ � ñîáñòâåííûå
÷èñëà ìàòðèöû A. Ðàçëàãàÿ èõ íà ïðîñòåéøèå è âñïîìèíàÿ ôîðìóëó

L−1
( 1

(s− λ)k

)
=

tk−1

(k − 1)!
· exp(λt) · δ1(t),

ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû � ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè ôóíêöèé âèäà tk · exp(λjt), ãäå λj � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû
A, à k ∈ N ∪ {0}.

Ïîñêîëüêó Re(λj) < 0, âñå ôóíêöèè òàêîãî âèäà îãðàíè÷åíû íà
[0, +∞[ è îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè t = +∞. Ïîýòîìó

‖exp(At)‖ ≤ C ïðè t ∈ [0, +∞[; lim
t=+∞

‖exp(At)‖ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç (2.12.5) âèäíî, ÷òî ïðè ‖z0‖ < δ

‖z(t)‖ ≤ ‖exp(−At0)‖ · C · δ ïðè t ∈ [t0, +∞[; lim
t=+∞

‖z(t)‖ = 0.

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ x ïî Ëÿïóíîâó;
âòîðîå îçíà÷àåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü. ¥
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Ïåðåõîäÿ ê ðàññìîòðåíèþ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ìû îãðàíè÷èìñÿ
ëèøü îäíîé ñèòóàöèåé. Ïóñòü F : Rn → Rn � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå, è F (x(0)) = θn. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé

x′ = F (x) (2.12.6)
èìååò ðåøåíèå x(t) ≡ x(0).

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà (2.12.6) (ó
êîòîðîé ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò t) íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíîé. Òî÷êè, â
êîòîðûõ ïîëå F îáðàùàåòñÿ â íóëü, èìåíóþòñÿ òî÷êàìè ïîêîÿ ñèñòåìû.

Ïóñòü x̃ � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (2.12.6) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(0) = x̃(0). Îáîçíà÷èì z = x̃−x(0) óêëîíåíèå ðåøåíèÿ îò òî÷êè
ïîêîÿ è ïåðåïèøåì (2.12.6), èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ïîëÿ F :

z′ = DF (x(0)) · z + α(z) (2.12.7)

(α � îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà).
Ïîñêîëüêó ïðè z, ìàëûõ ïî íîðìå, îñòàòî÷íûé ÷ëåí ìàë ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè (2.12.7), ìîæíî îæèäàòü, ÷òî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.12.6) â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ x(0) âåäóò
ñåáÿ òàê æå, êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû.

Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî
Òåîðåìà Ëÿïóíîâà. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû DF (x(0))

èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, òî ðåøåíèå x(t) ≡ x(0) ñè-
ñòåìû (2.12.6) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Åñëè õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå
÷èñëî ìàòðèöû DF (x(0)) èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, òî
ðåøåíèå x(t) ≡ x(0) íå áóäåò óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó (è òåì áîëåå àñèì-
ïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì).

Çàìå÷àíèå. Ýòà òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé îá óñòîé÷èâîñòè ïî
ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàò-
ðèöû DF (x(0)) Re(λj) = 0, à äëÿ îñòàëüíûõ Re(λj) < 0, òî ýòà òåîðåìà
íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òî÷êè ïîêîÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàÿòíèêà ñ òðåíèåì â ïîäøèïíèêå
(ðèñ.2.2). Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà:

mRϕ′′ = fòð + fòÿæ · sin(ϕ) = −κϕ′ −mg · sin(ϕ). (2.12.8)

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ x1 = ϕ, x2 = ϕ′, ñâåäåì (2.12.8) ê àâòîíîìíîé ñèñòåìå
óðàâíåíèé âèäà (2.12.6) (çäåñü ε = κ

/
(mR), ω2 = g

/
R)

[
x′1
x′2

]
=

[
x2

−ω2sin(x1)− εx2

]
. (2.12.9)
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Ðèñ.2.2

Òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû (2.12.9) îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè sin(x1) = 0,
x2 = 0, è ñîîòâåòñòâóþò íåïîäâèæíîìó ìàÿòíèêó â íèæíåé (x1 = 2kπ, k

öåëîå) èëè â âåðõíåé (x1 = (2k + 1)π, k öåëîå) òî÷êå îêðóæíîñòè.

Åñëè x(0) = [(2k + 1)π, 0]T , òî A = DF (x(0)) =

[
0 1
ω2 −ε

]
, è

λ1(A) = −ε

2
+

√
ω2 + ε2

/
4, λ2(A) = −ε

2
−

√
ω2 + ε2

/
4.

Î÷åâèäíî, ÷òî Re(λ1) > 0. Òàêèì îáðàçîì, íèêàêîå òðåíèå íå ìîæåò
ñäåëàòü âåðõíåå ïîëîæåíèå ìàÿòíèêà óñòîé÷èâûì.

Åñëè x(0) = [2kπ, 0]T , òî A = DF (x(0)) =

[
0 1
−ω2 −ε

]
, è

λ1(A) = −ε

2
+ i

√
ω2 − ε2

/
4, λ2(A) = −ε

2
− i

√
ω2 − ε2

/
4

(ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òðåíèå ìàëî, è ε < 2ω).
Î÷åâèäíî, îáà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåí-

íûå ÷àñòè. Òàêèì îáðàçîì, ñêîëü óãîäíî ìàëîå òðåíèå äåëàåò íèæíåå
ïîëîæåíèå ìàÿòíèêà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Åñëè òðåíèÿ íåò (ε = 0), òî â íèæíåé òî÷êå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìå-
þò íóëåâûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè (λ1,2 = ±iω), è òåîðåìà Ëÿïóíîâà íå
äàåò îòâåòà íà âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå íèæíåå ïîëîæåíèå ìàÿòíèêà óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèì-
ïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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