
II. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ
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Ãëàâà 1. ÒÅÎÐÈß ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÏÎËß
1.1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà òèïè÷íóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à. Äàíî: 1) íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå (ñèëà) f : R3 → R3, íå

çàâèñÿùåå îò âðåìåíè 


x

y
z


 f−→




fx(x, y, z)
fy(x, y, z)
fz(x, y, z)


 ;

2) ãëàäêèé ïóòü (ñì. ï.11.2 ðàçäåëà "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç")
òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû r : [t1, t2] → R3

t
r−→




x = ϕ(t)
y = ψ(t)
z = ω(t)


 .

Íàéòè ðàáîòó ñèëû f çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t1, t2].
Èç êóðñà ôèçèêè èçâåñòíî, ÷òî ìîùíîñòü ñèëû ðàâíà ñêàëÿðíîìó

ïðîèçâåäåíèþ ýòîé ñèëû íà ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ åå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ,
ò.å. P = 〈f ,v〉; ðàáîòà ñèëû ðàâíà èíòåãðàëó A =

t2∫
t1

P (t) dt.

1. Íàõîäèì ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè
v(t) = r′(t) =

[
ϕ′(t) ψ′(t) ω′(t)

]T
.

2. Íàõîäèì çàâèñèìîñòü ñèëû îò âðåìåíè

(f ◦ r) (t) =




fx (ϕ(t), ψ(t), ω(t))
fy (ϕ(t), ψ(t), ω(t))
fz (ϕ(t), ψ(t), ω(t))


 .

3. Íàõîäèì çàâèñèìîñòü ìîùíîñòè îò âðåìåíè (ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå ñèëû è ñêîðîñòè) P (t) = 〈f ◦ r, r′〉(t).

4. Èíòåãðèðóÿ ìîùíîñòü ïî çàäàííîìó ïðîìåæóòêó âðåìåíè, âû÷èñ-
ëÿåì èñêîìóþ ðàáîòó

A =

t2∫

t1

P (t) dt =

t2∫

t1

〈f ◦ r, r′〉(t) dt =

=

t2∫

t1

(fx · ϕ′ + fy · ψ′ + fz · ω′) (t) dt. (1.1.1)
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Èíòåãðàë Ðèìàíà ñ òàêîé, êàê â (1.1.1), ñòðóêòóðîé ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Åãî ïðèíÿòî íà-
çûâàòü êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì îò âåêòîðíîãî ïîëÿ f âäîëü ïóòè `
îò òî÷êè A äî òî÷êè B. Ïèøóò

(`)

(B)∫

(A)

〈f ,dr〉.

Ðàñøèôðîâûâàåòñÿ ýòîò ñèìâîë òàê:
1. çàäàíî êóñî÷íî íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå f;
2. çàäàí êóñî÷íî ãëàäêèé ïóòü ` ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â

òî÷êå B, ò.å. îòîáðàæåíèå r : [α, β] → R3, r(α) = A, r(β) = B.
3. Ïî îïðåäåëåíèþ

(`)

(B)∫

(A)

〈f ,dr〉 =

β∫

α

〈f ◦ r, r′〉.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë îò âåêòîðíîãî ïîëÿ
fx(x, y, z) = y2, fy(x, y, z) = z2, fz(x, y, z) = x2

âäîëü ïóòè, îáðàçîâàííîãî ïåðåñå÷åíèåì ïîëóñôåðû z =
√

a2 − x2 − y2

è öèëèíäðà x2 + y2 = ax (a > 0). Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü èç òî÷êè (a, 0, 0).

Ýòîò ïðèìåð âçÿò íàìè èç çàäà÷íèêà. Îáðàùàåì âíèìàíèå ÷èòàòå-
ëÿ íà òî, ÷òî ïî òðàäèöèè âìåñòî óðàâíåíèé ïóòè äàíî åãî ñëîâåñíîå
îïèñàíèå. Ïîñêîëüêó ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé íå èìååò îòíîøåíèÿ ê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé òåìå, âûïèøåì èõ áåç êîììåíòàðèåâ. Íå çàáóäüòå ëèøü
ïðîâåðèòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ!
r : [−π/2, π/2] → R3; x = a·cos2(t), y = a·sin(t)·cos(t), z = a·|sin(t)|.

1. Ñòðîèì êîìïîçèöèþ f ◦ r: [−π/2, π/2] → R3:
(f ◦ r)(t) = a2 · [sin2(t) · cos2(t), sin2(t), cos4(t)

]T
.

2. Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíóþ îò ïóòè (ñêîðîñòü):
r′(t) = a · [−2cos(t) · sin(t), cos2(t)− sin2(t), sign(t) · cos(t)]T

.

3. Âû÷èñëÿåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ (ìîùíîñòü):

P (t) = 〈f ◦ r, r′〉(t) = a3(−2sin3 · cos3(t)+

+ sin2(t) · (cos2(t)− sin2(t)
)

+ cos5(t) · sign(t)
)
.
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4. Âû÷èñëÿåì èíòåãðàë Ðèìàíà (ðàáîòó):

a3

π/2∫

−π/2

(−2sin3(t)cos3(t) + sin2(t) · (cos2(t)− sin2(t)
)
+

+ cos5(t) · sign(t)
)
dt = −πa3/4.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Åñëè ` � çàìêíóòûé ïóòü, òî êðèâîëèíåéíûé èíòå-
ãðàë ïî íåìó íàçûâàþò öèðêóëÿöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü ` è ïèøóò

∮

`

〈f ,dr〉.

2. Â òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèåì ìåæäó òî÷êàìè
A è B âäîëü ïóòè ` íàçûâàþò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

UAB = (`)

(B)∫

(A)

〈E,dr〉,

ãäå E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.
Ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëîé â êîíòóðå (çàìêíóòîì ïðîâîäíèêå) ` íà-

çûâàþò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

e =

∮

`

〈E,dr〉.

1.2. Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü
Íà ðèñ.1.1 èçîáðàæåíà ïëîùàäêà Π, èìåþùàÿ ôîðìó ïàðàëëåëî-

ãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà íàïðàâëåííûõ îòðåçêàõ −→p è −→q . Åñëè æèäêîñòü
òå÷åò ÷åðåç ïëîùàäêó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, òî êîëè÷åñòâî æèäêî-
ñòè Q, ïðîòåêàþùåå ÷åðåç ïëîùàäêó Π â åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíî îáúåìó
ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà íàïðàâëåííûõ îòðåçêàõ −→p ,−→q ,−→v .

×èñëî Q â ãèäðîäèíàìèêå íàçûâàþò ïîòîêîì æèäêîñòè ÷åðåç ïëî-
ùàäêó Π. ×òîáû óêàçàòü, â êàêîì íàïðàâëåíèè âû÷èñëÿåòñÿ ïîòîê, âû-
áèðàþò îäíî èç äâóõ íàïðàâëåíèé íîðìàëè ê ïëîùàäêå (íàïðàâëåííûé
îòðåçîê −→n íà ðèñ.1.1) è ãîâîðÿò "ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç ïëîùàäêó Π â
íàïðàâëåíèè −→n ïðè÷åì ïîòîê ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ïîëîæè-
òåëüíà ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè íà íàïðàâëåíèå íîðìàëè, è îòðèöàòåëüíûì,
åñëè ýòà ïðîåêöèÿ îòðèöàòåëüíà.
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Ðèñ.1.1

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà,
ïîñòðîåííîãî íà íàïðàâëåííûõ îòðåçêàõ −→p ,−→q ,−→v , ðàâåí |det ([v,p,q])|.
Îòðåçîê −−−→p× q ïåðïåíäèêóëÿðåí è −→p è −→q è, ñëåäîâàòåëüíî, êîëëèíåàðåí
íîðìàëè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî det ([v,p,q]) = 〈v,p× q〉, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîòîê
â íàïðàâëåíèè −→n ðàâåí det ([v,p,q]), åñëè −→n ñîíàïðàâëåí −−−→p× q, è ðàâåí
−det ([v,p,q]), åñëè −→n ïðîòèâîíàïðàâëåí −−−→p× q.

Ðàñïðîñòðàíèì òåïåðü ïîíÿòèå ïîòîêà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êó-
ñî÷íî íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ f : R3 → R3




x

y

z


 f−→




fx(x, y, z)
fy(x, y, z)
fz(x, y, z)




è êóñî÷íî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè (ñì. ï.11.3 ðàçäåëà "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíà-
ëèç"), çàäàííîé îòîáðàæåíèåì r : G ⊂ R2 → R3

[
u
v

]
r−→




x = ϕ(u, v)
y = ψ(u, v)
z = ω(u, v)


 .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (u0, v0) ∈ G. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê
Ω ñ âåðøèíàìè (u0, v0), (u0 + ∆u, v0), (u0, v0 + ∆v), (u0 + ∆u, v0 + ∆v),
è îáðàç ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà � "ëîñêóò" ïîâåðõíîñòè (ðèñ.1.2), à òàêæå
ñîîòâåòñòâóþùèé êóñîê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè � ïàðàëëåëîãðàìì Π, ïî-
ñòðîåííûé íà íàïðàâëåííûõ îòðåçêàõ −→p è −→q , ãäå

p = D1r·∆u =




D1ϕ(u0, v0)
D1ψ(u0, v0)
D1ω(u0, v0)


·∆u, q = D2r·∆v =




D2ϕ(u0, v0)
D2ψ(u0, v0)
D2ω(u0, v0)


·∆v.
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Ðèñ.1.2

Âû÷èñëèì âåêòîðíîå ïîëå â òîé æå òî÷êå

(f ◦ r)(u0, v0) =




fx (ϕ(u0, v0), ψ(u0, v0), ω(u0, v0))
fy (ϕ(u0, v0), ψ(u0, v0), ω(u0, v0))
fz (ϕ(u0, v0), ψ(u0, v0), ω(u0, v0))


 .

Îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà íàïðàâëåííûõ îòðåçêàõ
−→p , −→q , −→f , ïðè ìàëûõ ðàçìåðàõ ïëîùàäêè Π äîëæåí, ïî-âèäèìîìó, ìàëî
îòëè÷àòüñÿ îò êîëè÷åñòâà "æèäêîñòè ïðîòåêàþùåé ÷åðåç ëîñêóò ïîâåðõ-
íîñòè â åäèíèöó âðåìåíè. Ýòî (íå èìåþùåå äîêàçàòåëüíîé ñèëû) ñîîá-
ðàæåíèå äàåò îñíîâàíèå ââåñòè

Îïðåäåëåíèå. Ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ f : R3 → R3 ÷åðåç ïî-
âåðõíîñòü, çàäàííóþ îòîáðàæåíèåì r : G ⊂ R2 → R3, â íàïðàâëåíèè,
îïðåäåëÿåìîì âåêòîðîì D1r×D2r, íàçûâàåòñÿ äâîéíîé èíòåãðàë∫

G

∫
det ([f ◦ r, D1r, D2r])

èëè, â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè,
∫

G

∫
det







fx (ϕ(u, v), ϕ(u, v), ω(u, v)) D1ϕ(u, v) D2ϕ(u, v)
fy (ϕ(u, v), ψ(u, v), ω(u, v)) D1ψ(u, v) D2ψ(u, v)
fz (ϕ(u, v), ψ(u, v), ω(u, v)) D1ω(u, v) D2ω(u, v)





 dudv.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû íàïðàâëåíèå, çàäàâàåìîå âåêòîðîì
D1r×D2r, âî âñåõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿëî "îäíó è òó æå ñòîðî-
íó" ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ òàê íàçûâàåìûõ "äâó-
ñòîðîííèõ" ïîâåðõíîñòåé.

52



Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè â ðàìêàõ íàøåãî êóðñà óòî÷íèòü ïîíÿòèÿ
îäíîñòîðîííåé è äâóñòîðîííåé ïîâåðõíîñòåé, îãðàíè÷èìñÿ öèòàòîé èç
ó÷åáíèêà À.Ä. Àëåêñàíäðîâà è Í.Þ. Íåöâåòàåâà4 (Ãåîìåòðèÿ. � Ì.:
Íàóêà, 1990):

"Èíòåðåñíûì ïðèìåðîì [. . . ] ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé "ëèñò Ìåáè-
óñà5". Îí âûãëÿäèò êàê ðåçóëüòàò ñêëåèâàíèÿ êîíöîâ ñêðó÷åííîé ïîëîñ-
êè áóìàãè. Ëèñò Ìåáèóñà � ïðîñòåéøàÿ îäíîñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü. ×òî
ýòî çíà÷èò? Îáû÷íî ó ïîâåðõíîñòè äâå ñòîðîíû. Âû ìîæåòå ïîêðàñèòü
îäíó ñòîðîíó, ñêàæåì, â ñèíèé öâåò, à äðóãóþ � â êðàñíûé, òàê ÷òî öâå-
òà íèãäå íå áóäóò ãðàíè÷èòü äðóã ñ äðóãîì. Íà÷àâ æå êðàñèòü ñ ëþ-
áîãî ìåñòà ëèñò Ìåáèóñà, Âû íåïðåìåííî çàêðàñèòå åãî öåëèêîì � "ñî
âñåõ ñòîðîí"! Äâå ñòîðîíû èñõîäíîé ïîëîñêè áóìàãè îòîæäåñòâèëèñü ïðè
ñêëåèâàíèè".

Îòìåòèì åùå, ÷òî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå çàìêíóòûå ïîâåðõ-
íîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé � ñôåðà, òîð (ïîâåðõíîñòü "áóáëèêà") è ò. ï. �
ÿâëÿþòñÿ äâóñòîðîííèìè, ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëÿòü ïîòîê âåêòîðíîãî
ïîëÿ "âíóòðü" èëè "íàðóæó".

2. Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ f ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S ÷àñòî íàçûâàþò
ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì è îáîçíà÷àþò

∫
S

∫ 〈f ,dS〉.
Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ

fx(x, y, z) = x2, fy(x, y, z) = y2, fz(x, y, z) = z2

÷åðåç âíåøíþþ ïîâåðõíîñòü ðàñïîëîæåííîé â ïåðâîì îêòàíòå ÷àñòè ñôå-
ðû x2 + y2 + z2 = 1.

Òàê æå, êàê â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà, ïðèâåäåííàÿ ôîð-
ìóëèðîâêà (ñòàíäàðòíàÿ äëÿ ñòàðûõ çàäà÷íèêîâ) ñîäåðæèò íå îòíî-
ñÿùóþñÿ ê òåìå ÷àñòü çàäà÷è: íåîáõîäèìî íàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé ñëîâåñíûì îïèñàíèåì. Ïðèâîäèì îäèí
èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ çàïèñè ýòèõ óðàâíåíèé:

x = sin(θ) · cos(ϕ), y = sin(θ) · sin(ϕ), z = cos(θ);
0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ ϕ ≤ π/2.

4Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷ ÀËÅÊÑÀÍÄÐÎÂ (1912-1999) � äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí ÀÍ
ÑÑÑÐ, ëàóðåàò Ìåæäóíàðîäíîé ïðåìèè èìåíè Ëîáà÷åâñêîãî, îñíîâàòåëü ñîâåòñêîé
øêîëû "ãåîìåòðèè â öåëîì â 1952-1964 ã.ã. � ðåêòîð Ëåíèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà,
ìàñòåð ñïîðòà ïî àëüïèíèçìó.
Íèêèòà Þðüåâè÷ ÍÅÖÂÅÒÀÅÂ (ðîä. 1959) � ðîññèéñêèé ãåîìåòð, ïðîôåññîð

Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà.
5Àâãóñò Ôåðäèíàíä ÌÅÁÈÓÑ (A.F. M�obius, 1790-1868) � íåìåöêèé ãåîìåòð.
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1. Ñòðîèì êîìïîçèöèþ
(f ◦ r)(θ, ϕ) =

[
sin2(θ) · cos2(ϕ), sin2(θ) · sin2(ϕ), cos2(θ)

]T
.

2. Âû÷èñëÿåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
Dθr(θ, ϕ) = [cos(θ) · cos(ϕ), cos(θ) · sin(ϕ), −sin(θ)]T ;

Dϕr(θ, ϕ) = [−sin(θ) · sin(ϕ), sin(θ) · cos(ϕ), 0]T .

Óáåäèòåñü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî âåêòîð Dθr×Dϕr â êàæäîé òî÷êå ñôåðû
íàïðàâëåí â åå "âíåøíþþ" ñòîðîíó.

3. Âû÷èñëÿåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ("ýëåìåíòàðíûé ïîòîê")
det ([f ◦ r, Dθr, Dϕr]) =

= det







sin2(θ) · cos2(ϕ) cos(θ) · cos(ϕ) −sin(θ) · sin(ϕ)
sin2(θ) · sin2(ϕ) cos(θ) · sin(ϕ) sin(θ) · cos(ϕ)

cos2(θ) −sin(θ) 0





 =

= sin(θ) · (cos3(θ) + sin3(θ) · (cos3(ϕ) + sin3(ϕ)
))

.

4. Âû÷èñëÿåì äâîéíîé èíòåãðàë Ðèìàíà
π/2∫

0

sin(θ)dθ

π/2∫

0

(
cos3(θ) + sin3(θ) · (cos3(ϕ) + sin3(ϕ)

))
dϕ = 3π/8.

Çàìå÷àíèå. Åñëè áû âåêòîð Dθr×Dϕr "ñìîòðåë â äðóãóþ ñòîðîíó òî
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñëåäîâàëî áû óìíîæèòü íà (−1).

1.3. Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ.
Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî

Ïóñòü f : R3 → R3 � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå:

[x, y, z]T
f−→ [fx, fy, fz]

T .

Âû÷èñëèì ïîòîê ýòîãî ïîëÿ ÷åðåç êóñî÷íî ãëàäêóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõ-
íîñòü S, îãðàíè÷èâàþùóþ îáëàñòü V , â íàïðàâëåíèè "íàðóæó".

Çàìå÷àíèÿ. 1. Åñëè îáîçíà÷èòü

f1 = [fx, 0, 0]T , f2 = [0, fy, 0]T , f3 = [0, 0, fz]
T ,

òî f = f1 + f2 + f3 è, ñëåäîâàòåëüíî,
∫

S

∫
〈f ,dS〉 =

∫

S

∫
〈f1,dS〉+

∫

S

∫
〈f2,dS〉+

∫

S

∫
〈f3,dS〉.
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Ìû îãðàíè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì îäíîãî èç òðåõ ïîëó÷åííûõ îäíîòèï-
íûõ èíòåãðàëîâ (íàïðèìåð, òðåòüåãî).

V1 Σ V2

S1 S2

Ðèñ.1.3

2. Åñëè îáëàñòü V ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè V1 è V2 êóñî÷íî ãëàäêîé
ïîâåðõíîñòüþ Σ (ðèñ.1.3), òî ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ f ÷åðåç ãðàíèöó îá-
ëàñòè V1 (÷åðåç ïîâåðõíîñòü S1 è ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Σ) ðàâåí

∫

S1

∫
〈f ,dS〉+

∫

Σ

∫
〈f ,dS〉,

à ïîòîê ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè V2 (÷åðåç ïîâåðõíîñòü S2 è ÷åðåç ïîâåðõ-
íîñòü Σ) ðàâåí ∫

S2

∫
〈f ,dS〉+

∫

Σ

∫
〈f ,dS〉.

Çàìåòèì, ÷òî ïîòîêè âû÷èñëÿþòñÿ â íàïðàâëåíèè âíåøíèõ (ïî îòíîøå-
íèþ ê îáëàñòè) íîðìàëåé. Ïîòîêè ÷åðåç "ïåðåìû÷êó" Σ â ïåðâîé è âî
âòîðîé ñóììå ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíà-
êó. Ñóììà èõ , î÷åâèäíî, ðàâíà íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîòîê ÷åðåç ãðà-
íèöó îáëàñòè V ðàâåí ñóììå ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíèöû îáëàñòåé V1 è V2 :∫

∂

∫

V

〈f ,dS〉 =

∫

∂

∫

V1

〈f ,dS〉+

∫

∂

∫

V2

〈f ,dS〉

(ñèìâîëîì ∂V ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ãðàíèöó îáëàñòè V ).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ êîîðäèíà-

òíîé îñè Oz è ïåðåñåêàþùàÿ íàøó îáëàñòü, ïåðåñåêàåò åå ïî îòðåçêó (ýòî-
ìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, âñå âûïóêëûå òåëà). Äëÿ òàêîé
îáëàñòè îãðàíè÷èâàþùàÿ åå ïîâåðõíîñòü S ïðåäñòàâèòñÿ êàê îáúåäèíå-
íèå òðåõ ÷àñòåé (ðèñ.1.4) � SB (âåðõíåé), Sáîê (áîêîâîé) è SH (íèæíåé).

Íà ïîâåðõíîñòè Sáîê ïîëå f3 îðòîãîíàëüíî íîðìàëè, ò.å. 〈f3,n〉 = 0,
è ïîòîìó ïîòîê ÷åðåç ýòó ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
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∆

¾ SH : z = ωH(x, y)

¾ SB : z = ωB(x, y)

¾ Sáîê

Ðèñ.1.4
∫

S

∫
〈f3,dS〉 =

∫

SB

∫
〈f3,dS〉+

∫

SH

∫
〈f3,dS〉. (1.3.1)

Ïîâåðõíîñòè SB è SH ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ãðàôèêàìè ôóíêöèé
ωB è ωH , êîòîðûå îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîé ïëîñêîé îáëàñòè ∆ (ïðîåêöèè
V íà ïëîñêîñòü xOy), âêëþ÷àÿ åå ãðàíèöó.

Âû÷èñëèì ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè (1.3.1). Ïîâåðõíîñòü
SB çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì r1 : ∆ → R3

[
x

y

]
r1−→




x

y

ωB(x, y)


 .

Ïîýòîìó D1r1 =




1
0

D1ωB


, D2r1 =




0
1

D2ωB


, è

∫

SB

∫
〈f3, dS〉 =

∫

∆

∫
det







0 1 0
0 0 1
fz D1ωB D2ωB





 dxdy =

=

∫

∆

∫
fz (x, y, ωB(x, y)) dxdy.

Çíàê ïëþñ áåðåòñÿ, ïîñêîëüêó âåêòîð

D1r1 ×D2r1 =



−D1ωB

−D2ωB

1


 ,

î÷åâèäíî, çàäàåò íà SB íàïðàâëåíèå "ââåðõ ò.å. íàðóæó V (òðåòüÿ êîîð-
äèíàòà ýòîãî âåêòîðà ïîëîæèòåëüíà).
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Äëÿ ïîâåðõíîñòè SH , çàäàâàåìîé îòîáðàæåíèåì r2 : ∆ → R3

[
x
y

]
r2−→




x

y

ωH(x, y)


 ,

àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì∫

SH

∫
〈f3, dS〉 = −

∫

∆

∫
fz (x, y, ωH(x, y)) dxdy.

Çíàê ìèíóñ áåðåòñÿ, ïîñêîëüêó âåêòîð

D1r2 ×D2r2 =



−D1ωH

−D2ωH

1


 ,

çàäàåò íà SH íàïðàâëåíèå òîæå "ââåðõ ò.å. âíóòðü V .
Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû â (1.3.1), èìååì∫

S

∫
〈f3,dS〉 =

∫

∆

∫ (
fz (x, y, ωB(x, y))− fz (x, y, ωH(x, y))

)
dxdy.

Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà � Ëåéáíèöà

fz (x, y, ωB(x, y))− fz (x, y, ωH(x, y)) =

ωB(x,y)∫

ωH(x,y)

D3fz(x, y, z) dz.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∫

S

∫
〈f3,dS〉 =

∫

∆

∫ (∫ ωB(x,y)

ωH(x,y)
D3fz dz

)
dxdy =

∫ ∫

V

∫
D3fz dxdydz.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü∫

S

∫
〈f1,dS〉 =

∫ ∫

V

∫
D1fx dxdydz;

∫

S

∫
〈f2,dS〉 =

∫ ∫

V

∫
D2fy dxdydz.

Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì (ñì. çàìå÷àíèå 1)∫

S

∫
〈f ,dS〉 =

∫ ∫

V

∫
(D1fx + D2fy + D3fz) dxdydz.

Ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì òðîéíîãî èíòåãðàëà (ñëåä ìàòðèöû
ßêîáè ïîëÿ f) èìåíóåòñÿ äèâåðãåíöèåé ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ïèøóò
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div(f) = Sp (Df) = D1fx + D2fy + D3fz.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó.
Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî6. Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç çàì-

êíóòóþ ïîâåðõíîñòü â íàïðàâëåíèè íàðóæó ðàâåí èíòåãðàëó îò äèâåð-
ãåíöèè ýòîãî ïîëÿ ïî îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòîé ïîâåðõíîñòüþ.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ïîâåðõíîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé, à ïîëå
� íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì.

2. Ìû äîêàçàëè òåîðåìó äëÿ îáëàñòåé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Îäíàêî
ëþáóþ îáëàñòü, êîòîðàÿ ìîæåò âñòðåòèòüñÿ íà ïðàêòèêå, ìîæíî ðàçäå-
ëèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî êóñêîâ òàêîãî âèäà. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2 íà ñ.414
ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü îáëàñòè ðàâåí ñóììå
ïîòîêîâ ÷åðåç ïîëíûå ïîâåðõíîñòè åå êóñêîâ. Êàæäûé èç ýòèõ ïîòîêîâ
ïðåîáðàçóåòñÿ ïî äîêàçàííîé òåîðåìå â èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè ïîëÿ
ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó êóñêó, à ñóììà ýòèõ èíòåãðàëîâ äàåò èíòåãðàë îò
äèâåðãåíöèè ïîëÿ ïî âñåé îáëàñòè. Ýòî ðàññóæäåíèå äîêàçûâàåò òåîðåìó
äëÿ âñåõ "íå î÷åíü ïëîõèõ" îáëàñòåé. Äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå ìû
ïðîâîäèòü íå áóäåì.

3. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó çàìå÷àíèþ, ðàçäåëÿÿ îáëàñòü íà ÷àñòè,
ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ êóñî÷íî ãëàäêîãî,
íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ f.

4. Åñëè v � ñòàöèîíàðíîå (íå çàâèñÿùåå îò âðåìåíè) ïîëå ñêîðîñòåé
äâèæåíèÿ æèäêîñòè, òî

∫
S

∫ 〈v,dS〉 � ýòî êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, âûòåêà-
þùåé èç îáëàñòè â åäèíèöó âðåìåíè. Î÷åâèäíî, îíî ðàâíî ðàçíîñòè ìåæ-
äó êîëè÷åñòâîì æèäêîñòè, "îáðàçóþùåéñÿ" âíóòðè ýòîé îáëàñòè â åäèíè-
öó âðåìåíè, è êîëè÷åñòâîì æèäêîñòè, "èñ÷åçàþùåé" òàì æå è òîãäà æå,
ò.å. ðàçíîñòè ìåæäó ñóììàðíîé ìîùíîñòüþ "èñòî÷íèêîâ" è ñóììàðíîé
ìîùíîñòüþ "ñòîêîâ íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè V .

Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè èñòî÷íèêîâ (ñòîêè ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê "îòðèöàòåëüíûå èñòî÷íèêè") ðàâíà

1

îáúåì V

∫ ∫

V

∫
div(v) dxdydz = div(v)cp.

6Ìèõàèë Âàñèëüåâè÷ ÎÑÒÐÎÃÐÀÄÑÊÈÉ (1801-1862) � ðóññêèé ìàòåìàòèê, îäèí
èç îñíîâàòåëåé ïåòåðáóðãñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû, ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ è
ðÿäà èíîñòðàííûõ àêàäåìèé.

58



Íà ýòîì îñíîâàíèè â ãèäðàâëèêå äèâåðãåíöèþ ïîëÿ ñêîðîñòåé íàçûâàþò
ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè èñòî÷íèêîâ.

5. Ïîëå, äèâåðãåíöèÿ êîòîðîãî ðàâíà íóëþ, íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëü-
íûì, èëè ïîëåì áåç èñòî÷íèêîâ. Ïî òåîðåìå Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî
ïîòîê òàêîãî ïîëÿ ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ êóñî÷íî ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü
ðàâåí íóëþ.

1.4. Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òåîðåìà Ñòîêñà
Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó çíà÷å-

íèÿìè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ â îáëàñòè V è
çíà÷åíèÿìè ïîëÿ íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè � ïîâåðõíîñòè ∂V :

∫ ∫

V

∫
(D1fx + D2fy + D3fz) dxdydz =

∫

∂

∫

V

〈f ,dS〉.

Íàïîìíèì, ÷òî òåîðåìà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà ñâÿçûâàåò çíà÷åíèÿ
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â èíòåðâàëå ]a, b[ è çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè íà
ãðàíèöå èíòåðâàëà � â òî÷êàõ a è b:

b∫

a

f ′ = f(b)− f(a).

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òðåòüþ òåîðåìó òîãî æå òèïà �
òåîðåìó Ñòîêñà7, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîì-
ïîíåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ â îáëàñòè (íà ïîâåðõíîñòè S) è çíà÷åíèÿ ýòîãî
ïîëÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè � êðèâîé ∂S. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì íîâîå
ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå. Ðîòîðîì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ f : R3 → R3 íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå rot(f) : R3 → R3, çàäàâà-
åìîå ôîðìóëîé

rot(f) =




D2fz −D3fy

D3fx −D1fz

D1fy −D2fx


 .

Çàìå÷àíèÿ. 1. Èíîãäà ðîòîð íàçûâàþò âèõðåì âåêòîðíîãî ïîëÿ è
îáîçíà÷àþò curl(f).

7Äæîðäæ Ãàáðèåëü ÑÒÎÊÑ (G.G. Stokes, 1819-1903) � àíãëèéñêèé ôèçèê è ìà-
òåìàòèê, ÷ëåí Ëîíäîíñêîãî Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, èçâåñòåí ðàáîòàìè ïî îïòèêå,
ãèäðîäèíàìèêå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.
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2. Åñëè F : R2 → R2 � ïëîñêîå âåêòîðíîå ïîëå
[
x

y

]
F−→

[
Fx(x, y)
Fy(x, y)

]
,

òî åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü âåêòîðíîå ïîëå f : R3 → R3




x

y
z


 f−→




Fx(x, y)
Fy(x, y)

0


 .

Ðîòîð òàêîãî ïîëÿ ðàâåí

rot(f) =




0
0

D1Fy −D2Fx


 = (D1Fy −D2Fx) · e(3).

Èíîãäà â ñëó÷àå ïëîñêîãî ïîëÿ ïèøóò

rot(F) = D1Fy −D2Fx.

3. Åñëè f : R3 → R3 � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå,
òî rot(f) � ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå.

Äåéñòâèòåëüíî,

div(rot(f)) = D1(rot(f))1 + D2(rot(f))2 + D3(rot(f))3 =

= D1(D2fz −D3fy) + D2(D3fx −D1fz) + D3(D1fy −D2fx) ≡ 0.

Òåîðåìà Ñòîêñà. Åñëè f : R3 → R3 � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå
âåêòîðíîå ïîëå, à S � äâóñòîðîííÿÿ êóñî÷íî ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â R3, òî
ïîòîê ðîòîðà ïîëÿ f ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S ðàâåí öèðêóëÿöèè ýòîãî ïîëÿ
âäîëü êðèâîé ∂S, îãðàíè÷èâàþùåé ýòó ïîâåðõíîñòü:

∫

S

∫
〈rot(f),dS〉 =

∮

∂S

〈f ,dr〉.

Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì âû÷èñëÿåòñÿ ïîòîê, è íàïðàâëåíèå
îáõîäà çàìêíóòîé êðèâîé ∂S ñâÿçàíû ïðàâèëîì ïðàâîãî âèíòà.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Òàê æå, êàê è òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî, ýòà
òåîðåìà âåðíà è äëÿ êóñî÷íî ãëàäêîãî, íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ f .

2. Åñëè âåêòîðíîå ïîëå f ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
(ôóíêöèîíàëà) q, ò.å.

f = ∇q, (1.4.1)
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òî

rot(f) = rot(∇q) =




D2(∇q)3 −D3(∇q)2

D3(∇q)1 −D1(∇q)3

D1(∇q)2 −D2(∇q)1


 =




D2D3q −D3D2q

D3D1q −D1D3q

D1D2q −D2D1q


 ≡ θ.

Ïî òåîðåìå Ñòîêñà öèðêóëÿöèÿ âåêòîðà f âäîëü ëþáîãî çàìêíóòî-
ãî êîíòóðà, îãðàíè÷èâàþùåãî êóñî÷íî ãëàäêóþ äâóñòîðîííþþ ïîâåðõ-
íîñòü, ðàâíà íóëþ: ∮

∂S

〈f ,dr〉 =

∫

S

∫
〈rot(f),dS〉 = 0. (1.4.2)

Ôóíêöèîíàë q îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (1.4.1) ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé
êîíñòàíòû. Åãî íàçûâàþò ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ f ,
à ñàìî âåêòîðíîå ïîëå f � ïîòåíöèàëüíûì.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîòåíöè-
àë äîëæåí áûòü îïðåäåëåí â îáëàñòè, ñîäåðæàùåé íå òîëüêî êîíòóð, íî
è âñþ ïîâåðõíîñòü S, îãðàíè÷åííóþ ýòèì êîíòóðîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñîîòíîøåíèå (1.4.2) ìîæåò íå èìåòü ìåñòà. Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîå âåêòîðíîå ïîëå
[
x

y

]
→




x
x2 + y2

y
x2 + y2




è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó òðåõìåðíîå ïîëå f :




x
y

z


 →




x
x2 + y2

y
x2 + y2

0


 .

Ëåãêî ïðîâåðèòü (ïðîäåëàéòå ýòî!), ÷òî f = ∇ϕ, ãäå ϕ � ïîëÿðíûé óãîë
òî÷êè (x, y). Ïîýòîìó

(ϕ ◦ r)′ = 〈f ◦ r, r′〉 ,
è, ñëåäîâàòåëüíî,

(`)

(B)∫

(A)

〈f ,dr〉 =

β∫

α

〈f ◦ r, r′〉(t) dt =

β∫

α

(ϕ ◦ r)′(t) dt =

= (ϕ ◦ r)(t)
∣∣∣
β

α
= ϕ(B) − ϕ(A). (1.4.3)
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Ïóñòü òåïåðü êîíòóð ` � ÷àñòü îêðóæíîñòè (ðèñ.1.5), çàäàâàåìàÿ
îòîáðàæåíèåì r : [0, T ] → R3; x = a · cos(t), y = a · sin(t), z = 0.

6

r
r

r -

´
´

´
´

´
´

´
´

´
´

´
3́

x

y

t = 0

t = T
O

z

Ðèñ.1.5
Òîãäà èç (1.4.3) âèäíî, ÷òî

(`)

(B)∫

(A)

〈f ,dr〉 = T,

è ïðè T = 2π ïîëó÷àåì ∮

`

〈f ,dr〉 = 2π.

Êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñ ôîðìóëîé (1.4.2) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì `, ïåðåñåêàåò îñü Oz, íà êî-
òîðîé ïîòåíöèàë ϕ íå îïðåäåëåí.

1.5. Ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
Ñ ïîìîùüþ òåîðåì Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî è Ñòîêñà ìîæíî ïîëó-

÷èòü ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ, àíàëîãè÷íûå
èçâåñòíîé ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Ïóñòü V � îáëàñòü â R3, îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî ãëàäêîé ïîâåðõ-
íîñòüþ, u è v � êóñî÷íî ãëàäêèå, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì
âåêòîðíîå ïîëå

f = uv · e(k), k = 1, 2, 3.

Çàìåòèì, ÷òî
div(f) = Dk(uv) = Dku · v + u ·Dkv.

Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî äàåò∫ ∫

V

∫
Dku · v = −

∫ ∫

V

∫
u ·Dkv +

∫

∂

∫

V

〈uv · e(k),dS〉.
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Â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ôóíêöèé u, v îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ∂V,

ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðèíèìàåò ñîâñåì ïðîñòîé âèä:∫ ∫

V

∫
Dku · v = −

∫ ∫

V

∫
u ·Dkv. (1.5.1)

Àíàëîãè÷íî, åñëè S � îáëàñòü â R2, îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî ãëàäêîé
êðèâîé, u è v � êóñî÷íî ãëàäêèå, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, îäíà èç êîòîðûõ
ðàâíà íóëþ íà ∂S, òåîðåìà Ñòîêñà, ïðèìåíåííàÿ ê âåêòîðíîìó ïîëþ

f = uv · e(k), k = 1, 2,

äàåò ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ (1.5.1):∫

S

∫
Dku · v = −

∫

S

∫
u ·Dkv.

1.6. Èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
Èçâåñòíî, ÷òî â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òî÷êà

íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü çàäàíà îäíèì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì z = x + iy.

Ïóñòü ïëîñêàÿ êðèâàÿ ` çàäàíà îòîáðàæåíèåì r : [α, β] → R2

t
r−→

[
x = ϕ(t)
y = ψ(t)

]
.

Åå, î÷åâèäíî, ìîæíî òàêæå çàäàòü îäíîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé
âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé w : [α, β] → C; w(t) = ϕ(t) + i · ψ(t).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G ⊂ C ; f : G → C � êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f ïî êóñî÷íî
ãëàäêîé êðèâîé ` íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë Ðèìàíà

∫

(`)

f(z)dz =

β∫

α

f (w(t)) w′(t) dt.

Ðàçäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì (çäåñü f = F1 + i ·F2)
∫

(`)

f(z) dz =

β∫

α

(
F1 (w(t)) · ϕ′(t)− F2 (w(t)) · ψ′(t)

)
dt+

+ i ·
β∫

α

(
F1 (w(t)) · ψ′(t) + F2 (w(t)) · ϕ′(t)

)
dt.
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Ìû âèäèì, ÷òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé f = F1 + i · F2 ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ äâóõ êðèâîëèíåéíûõ
èíòåãðàëîâ îò ïëîñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé [F1,−F2]

T è [F2, F1]
T .

Åñëè f � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òî, êàê èçâåñòíî, êîìïîíåíòû
ïîëÿ F1 è F2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Êîøè � Ðèìàíà

D1F1 = D2F2, D1F2 = −D2F1.

Ïîýòîìó
rot

([
F1

−F2

])
= (−D1F2 −D2F1) · e(3) ≡ θ;

rot
([

F2

F1

])
= (D1F1 −D2F2) · e(3) ≡ θ.

Èç òåîðåìû Ñòîêñà ñëåäóåò òåïåðü
Òåîðåìà Êîøè. Èíòåãðàë îò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî êóñî÷íî

ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé ðàâåí íóëþ.
1.7. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå � ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåêòîðíûõ ïîëåé
E : R4 → R3; H : R4 → R3, ãäå

E = [Ex(x, y, z, t), Ey(x, y, z, t), Ez(x, y, z, t)]T

� íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ;
H = [Hx(x, y, z, t), Hy(x, y, z, t), Hz(x, y, z, t)]T

� íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Íàðÿäó ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè E è H â òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ: ïîëå ýëåêòðè÷åñêîãî
ñìåùåíèÿ D = εE, ãäå ε � (3 × 3)-ìàòðèöà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-
ìîñòè, è ïîëå ìàãíèòíîé èíäóêöèè B = µH, ãäå µ � (3 × 3)-ìàòðèöà
ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé ñðåäû ìàòðèöû äèýëåêòðè÷åñêîé
è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ïðèíèìàþò âèä ε · I3 è µ · I3 (çäåñü ε è µ �
óæå ÷èñëà, à I3 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà).

Òåîðèÿ Ìàêñâåëëà8 ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå
ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå çàäàííûìè ýëåêòðè÷åñêèìè çàðÿäàìè è òîêàìè.

8Äæåéìñ Êëåðê ÌÀÊÑÂÅËË (J.C. Maxwell, 1831-1879) � øîòëàíäñêèé ôèçèê,
÷ëåí Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà. Ïåðâûé ñäåëàë ïîïûòêó ñîçäàòü îáùóþ
òåîðèþ ýëåêòðîìàãíåòèçìà, ñïîñîáñòâîâàë ôîðìèðîâàíèþ òåîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ â
âèäå îòäåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû.
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Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ôîðìóëèðóþòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ââåäåííûõ íàìè îïåðàöèé rot è div :

rot(E) = −∂B

∂t
; rot(H) = j +

∂D

∂t
;

div(D) = ρ; div(B) ≡ 0.

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ çàðÿäîâ, à j � âåêòîð ïëîòíîñòè òîêîâ
ïðîâîäèìîñòè.

Â çàäà÷àõ ýëåêòðîñòàòèêè j = B = H ≡ θ. Ïîýòîìó èç ÷åòûðåõ
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà îñòàþòñÿ äâà:

rot(E) = θ; div(D) = ρ. (1.7.1)

Åñëè èñêàòü âåêòîð-ôóíêöèþ E â âèäå

E = −∇ϕ,

(ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ),
òî ïåðâîå óðàâíåíèå (1.7.1) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè (ñì. çàìå÷àíèå
2 íà ñ.68), à âòîðîå äàåò

−div(ε · ∇ϕ) = ρ.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäû ýòî óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ òàê:

−div(∇ϕ) =
ρ

ε
. (1.7.2)

Çàìå÷àíèå. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

div(∇ϕ) = D1D1ϕ + D2D2ϕ + D3D3ϕ,

ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè (1.7.2), íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà è îáî-
çíà÷àåòñÿ 4ϕ.

Óðàâíåíèå
−4 ϕ = f,

èìåíóåìîå óðàâíåíèåì Ïóàññîíà, âîçíèêàåò íå òîëüêî â çàäà÷àõ ýëåêòðî-
ñòàòèêè, íî è âî ìíîãèõ äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

Ïðèìåð. Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ
èäåàëüíîãî òðàíñôîðìàòîðà9.

9Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ñòóäåíò òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà êîãäà-íèáóäü âèäåë òðàíñ-
ôîðìàòîð.
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Ïðîòåêàþùèé ïî ïåðâè÷íîé îáìîòêå òðàíñôîðìàòîðà ïåðåìåííûé
òîê ñîçäàåò â ôåððîìàãíèòíîì ñåðäå÷íèêå ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå.
Ìû íàçâàëè òðàíñôîðìàòîð èäåàëüíûì, èìåÿ â âèäó, ÷òî ìàãíèòíûé ïî-
òîê ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî â ñåðäå÷íèêå (ïîòîêè ðàññåÿíèÿ â âîçäóõå
îòñóòñòâóþò).

Íà ðèñ.1.6 èçîáðàæåíû ñåðäå÷íèê è îáìîòêà òðàíñôîðìàòîðà â
ðàçðåçå.

Ïåðâè÷íàÿ
îáìîòêà

@@R

S2S1

'

&

$

%

'

&

$

%

'

&

$

%

'

&
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'

&

$
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'

&

$

%
e

e

'

&

$

%

-`1

¡
¡

¡ª

`2

Ðèñ.1.6. S1, S2 � ñå÷åíèÿ ñåðäå÷íèêà

Åñëè ïðîâîäíèê (çàìêíóòûé êîíòóð `1 íà ðèñ.1.6) îõâàòûâàåò ñå÷å-
íèå ñåðäå÷íèêà S2, òî âîçíèêàþùàÿ â ýòîì ïðîâîäíèêå ýëåêòðîäâèæóùàÿ
ñèëà ðàâíà

e =

∮

`1

〈E,dr〉. (1.7.3)

Ïðèìåíèì òåîðåìó Ñòîêñà ê (1.7.3). Â ñèëó ïåðâîãî èç óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà rot(E) = −∂B

∂t
, è ìû ïîëó÷èì

e =

∫

S2

∫
〈−∂B

∂t
,dS〉

(èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî S2, ïîñêîëüêó â îáëàñòè ìåæäó S2 è êîíòóðîì ìàã-
íèòíàÿ èíäóêöèÿ B ðàâíà íóëþ (òðàíñôîðìàòîð èäåàëüíûé!)).

Åñëè ïðîâîäíèê (`2 íà ðèñ.1.6) îáõîäèò âîêðóã S2 äâàæäû, ýëåêòðî-
äâèæóùàÿ ñèëà óâåëè÷èâàåòñÿ â äâà ðàçà (èíòåãðàë ïî âñåìó ïóòè ðà-
âåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî åãî ÷àñòÿì). Îòñþäà ñëåäóåò èçâåñòíûé çàêîí:
íàïðÿæåíèå íà âòîðè÷íîé îáìîòêå òðàíñôîðìàòîðà ïðîïîðöèîíàëüíî
÷èñëó âèòêîâ ýòîé îáìîòêè.
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Ãëàâà 2. ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ
2.1. Ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå

Êàê èçâåñòíî, êîìïüþòåð "óìååò" âûïîëíÿòü ÷åòûðå àðèôìåòè÷å-
ñêèõ äåéñòâèÿ. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ è
ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. Êàê æå âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ äðóãèõ ñòàíäàðò-
íûõ ôóíêöèé? Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ íà ïðèìåðå ôóíêöèè sin.

Â ñèëó èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ñèíóñà åãî âû÷èñëåíèå ïðè ëþáîì çíà÷å-
íèè îïåðàíäà ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê âû÷èñëåíèþ íà ñåãìåíòå [0, π

2 ]. Ýòó
çàäà÷ó ìû è áóäåì ðåøàòü.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèíóñ áûë îïðåäåëåí êàê ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

sin(x) =
+∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
.

Ïîýòîìó êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì âû÷èñëÿòü åãî çíà÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ îò-
ðåçêà ýòîãî ðÿäà, ò.å. ïîëèíîìà Òåéëîðà, âûáðàâ ïîðÿäîê ýòîãî ïîëèíîìà
n íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

∆n = max
x∈[0,π

2
]

(|sin(x)− Tsin(n, x)|) ≤ ε

(ε � äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü).
Îäíàêî ïîëèíîì Tsin, êàê è âñÿêèé ïîëèíîì Òåéëîðà, õîðîøî (ëó÷-

øå âñåõ ïîëèíîìîâ òîãî æå ïîðÿäêà) èìèòèðóåò ïîâåäåíèå ôóíêöèè â
äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (â äàííîì ñëó÷àå � íóëÿ). Íè èç
÷åãî íå ñëåäóåò, ÷òî îí áóäåò îáëàäàòü ýòèì ñâîéñòâîì íà ñåãìåíòå [0, π

2 ].
Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ìîæíî, íå óâåëè÷èâàÿ ïîðÿäîê ïîëèíîìà,
óìåíüøèòü ïîãðåøíîñòü ∆n.

Ñîâñåì î÷åâèäíî ýòî äëÿ ïîëèíîìà ïåðâîãî ïîðÿäêà (ôóíêöèè-
êîíñòàíòû). Ïîëèíîì Òåéëîðà â ýòîì ñëó÷àå � òîæäåñòâåííûé íóëü, è
∆1 = 1. Â òî æå âðåìÿ, åñëè âçÿòü ïîëèíîì S1(x) ≡ 0.5, òî ∆1 = 0.5. Îò-
ìåòèì, ÷òî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèå |S1(x)− sin(x)| äîñòèãàåò
íà êîíöàõ ñåãìåíòà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîëèíîìû âòîðîãî ïîðÿäêà. Íà ðèñ.2.1 èçîáðà-
æåíû ãðàôèêè ñèíóñà è åãî ïîëèíîìà Òåéëîðà Tsin(2, x) = x. Âèäíî, ÷òî
îòêëîíåíèå ðàñòåò íà ñåãìåíòå è åãî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ
ïðè x = π

2 : ∆2 = π
2 − 1 ≈ 0.5708. Åñëè æå ïîñòðîèòü õîðäó, ñîåäèíÿþ-

ùóþ êîíöû äóãè, è êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó ñèíóñà, ïàðàëëåëüíóþ ýòîé
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õîðäå, òî ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ òî÷íî ïîñðåäèíå ìåæäó õîðäîé è êàñàòåëüíîé
(ðèñ.2.2) � ýòî ãðàôèê ïîëèíîìà S2(x) = a + b · x, ãäå

a =
1

2
sin

(
arccos

(2

π

))
− 1

π
arccos

(2

π

)
, b =

2

π
.

0

π
2

0
π
2

Ðèñ.2.1. Ãðàôèêè sin(x) (æèðíàÿ ëèíèÿ) è Tsin(2, x)

0

1

0
π
2

Ðèñ.2.2. Ãðàôèê S2(x) (æèðíàÿ ëèíèÿ)

0

−a

a

π
2

Ðèñ.2.3. Ãðàôèê ôóíêöèè sin(x)− S2(x)

Èç ðèñ.2.3 âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèå äîñòèãàåò â òðåõ
òî÷êàõ: x0 = 0, x1 = arccos(b) è x2 = π/2. Ïðè ýòîì ∆2 = a ≈ 0.1053,
÷òî ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ïðè çàìåíå ñèíóñà åãî ïîëèíîìîì Òåéëîðà.
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Ïîëèíîìû S1 è S2 � ýòî ïðîñòåéøèå ïîëèíîìû íàèëó÷øåãî ðàâíî-
ìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè sin íà ñåãìåíòå [0, π

2 ].
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà. 1. Äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé íà ñåãìåíòå [α, β] ôóíêöèè f

è âñÿêîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëèíîì Sn ïîðÿäêà n, äëÿ
êîòîðîãî ∆n = max

[α,β]

(|Sn(x) − f(x)|) ìåíüøå, ÷åì äëÿ ëþáîãî äðóãîãî
ïîëèíîìà òîãî æå ïîðÿäêà. Ýòîò ïîëèíîì íàçûâàþò ïîëèíîìîì íàèëó÷-
øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîðÿäêà n äëÿ ôóíêöèè f íà [α, β].

2. Äëÿ ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ∆n → 0
ïðè n → +∞. Ïîýòîìó íåïðåðûâíóþ íà ñåãìåíòå ôóíêöèþ ìîæíî ðàâ-
íîìåðíî ïðèáëèçèòü ïîëèíîìîì ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ, åñëè âçÿòü ïîðÿäîê
ïîëèíîìà äîñòàòî÷íî áîëüøèì (ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé
Âåéåðøòðàññà).

3. Ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: íà ñåãìåíòå [α, β] ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå
n+ 1 òàêàÿ òî÷êà x0, x1, . . . , xn, ÷òî |Sn(xk)− f(xk)| = ∆n, ïðè÷åì çíàêè
ðàçíîñòè Sn(xk) − f(xk) â ýòèõ òî÷êàõ ÷åðåäóþòñÿ. Òî÷êè x0, x1, . . . , xn

íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ÷åáûøåâñêîãî10àëüòåðíàíñà.

Íà ðèñ.2.4 ïîêàçàí ãðàôèê ðàçíîñòè ìåæäó ñèíóñîì è åãî ïîëèíîìîì
íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ äåñÿòîãî ïîðÿäêà íà [0, π

2 ]. Íà
ãðàôèêå õîðîøî âèäíû 11 òî÷åê àëüòåðíàíñà. Çäåñü ∆10 ≈ 3.3 × 10−11.
Çàìåòèì, ÷òî ó ïîëèíîìà Òåéëîðà òîãî æå ïîðÿäêà ∆10 ≈ 3.6× 10−6 (!).

0
π
2

Ðèñ.2.4. Ãðàôèê ôóíêöèè sin(x)− S10(x)

10Ïàôíóòèé Ëüâîâè÷ ×ÅÁÛØÅÂ (1821-1894) � ðóññêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê,
îñíîâàòåëü Ïåòåðáóðãñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû, ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé, Áåðëèíñêîé,
Áîëîíñêîé, Ïàðèæñêîé, Øâåäñêîé ÀÍ, ÷ëåí Ëîíäîíñêîãî Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà,
ïî÷åòíûé ÷ëåí ìíîãèõ ðóññêèõ è èíîñòðàííûõ íàó÷íûõ îáùåñòâ è óíèâåðñèòåòîâ.
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Çàìå÷àíèÿ. 1. Ïîëèíîìû íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé â êîì-
ïüþòåðàõ (êîíå÷íî, ýòî íå åäèíñòâåííûé ñïîñîá).

2. "Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé" ñîñòîèò, ïî ñóùåñòâó, â çàìåíå îäíîé
ôóíêöèè ("íåóäîáíîé" â êàêîì-òî ñìûñëå) íà äðóãóþ ("óäîáíóþ" â òîì
æå ñìûñëå). Âîçíèêàþùàÿ ïðè çàìåíå ïîãðåøíîñòü äîëæíà, êîíå÷íî, ëå-
æàòü â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ. Ñ ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèé ìû âñòðå÷àëèñü
ðàíåå â çàäà÷å ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ çàìåíÿëàñü ïîëèíîìèàëüíûì èíòåðïîëÿöèîííûì ñïëàéíîì.

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðåëè ïðèìåíåíèå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé
äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèé. Çäåñü áûëî åñòåñòâåííî ïðè-
íÿòü â êà÷åñòâå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îòêëî-
íåíèÿ ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè îò ïðèáëèæàåìîé.

Çàìåòèì, ÷òî ââåäÿ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, íåïðåðûâ-
íûõ íà ñåãìåíòå [α, β], íîðìó ïî ïðàâèëó

‖f‖C = max
x∈[α,β]

(|f(x)|)

(óáåäèòåñü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî íîðìà!), ìû ïðåäñòàâèì ââåäåííóþ
íàìè ïîãðåøíîñòü â âèäå íîðìû ðàçíîñòè ìåæäó ïðèáëèæàåìîé è ïðè-
áëèæàþùåé ôóíêöèÿìè:

∆n = ‖f − Sn‖C .

Â äðóãèõ ïðèìåíåíèÿõ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé åñòåñòâåííûì îêàçû-
âàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äðóãèõ íîðì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ "ïîãðåø-
íîñòü ïðèáëèæåíèÿ".

Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû èçó÷àëàñü çàäà÷à î ñãëàæèâàíèè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîëèíîìàìè, îðòîãîíàëüíûìè íà ñåòêå. Ýòó çàäà÷ó
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ çàäàííîãî âåêòîðà ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî
ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïðè ýòîì îïðåäåëÿëàñü êàê íîðìà ðàçíîñòè,
ïîðîæäåííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Âûáîð òàêîãî îïðåäåëåíèÿ îáú-
ÿñíÿëñÿ äâóìÿ ïðè÷èíàìè:

1) îíî íå ïðîòèâîðå÷èò çäðàâîìó ñìûñëó;
2) èìååò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ;
3) çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ áóäåò ðàññìîòðåíà àíàëîãè÷íàÿ íîðìà â ïðî-

ñòðàíñòâå êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-
öèé ïî ýòîé íîðìå.
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2.2. Îðòîãîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ íà ñåã-

ìåíòå [α, β] êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ââåäåì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ïðàâèëó

〈ϕ, ψ〉 =

β∫

α

ϕ · ψ. (2.2.1)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå óäîâëåòâîðÿåò
âñåì àêñèîìàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êðîìå îäíîé. Åñëè (÷òî åñòå-
ñòâåííî) ñ÷èòàòü íóëåì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèþ, ðàâíóþ íóëþ
òîæäåñòâåííî, òî èç ðàâåíñòâà íóëþ ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà ôóíêöèè íå
ñëåäóåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ � íóëåâàÿ (âñïîìíèòå, ÷òî èíòåãðàë îò ôóíê-
öèè, îòëè÷íîé îò íóëÿ â îäíîé òî÷êå ñåãìåíòà, ðàâåí íóëþ).

×òîáû óñòðàíèòü ïðîòèâîðå÷èå, äîãîâàðèâàþòñÿ íå ðàçëè÷àòü äâå
ôóíêöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ðàçëè÷íû â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê ñåãìåíòà.
Ïðè òàêîé äîãîâîðåííîñòè íóëåì ââåäåííîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåò âñÿêàÿ
ôóíêöèÿ, ïî÷òè âñþäó ðàâíàÿ íóëþ (îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ëèøü â êîíå÷íîì
÷èñëå òî÷åê ñåãìåíòà).

Òåïåðü ôîðìóëà (2.2.1) äåéñòâèòåëüíî çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå. Ââåäåì òàêæå íîðìó, ïîðîæäàåìóþ ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:

‖ϕ‖ =
√
〈ϕ, ϕ〉. (2.2.2)

Óáåäèòåñü, ÷òî âñå àêñèîìû íîðìû âûïîëíåíû.
Çàìå÷àíèå. Ìîæíî îáîáùèòü ïîíÿòèå "ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ââåäÿ òàê íàçûâàåìîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ âåñîì:

〈φ, ψ〉r =

β∫

α

rφψ. (2.2.3)

Çäåñü r � ïî÷òè âñþäó ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, èìåíóåìàÿ âåñîì.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (2.2.1) � ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ âå-

ñîì r(x) ≡ 1.
Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóþòñÿ îðòîãîíàëüíûå (â ñìûñëå ñêà-

ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2.2.3)) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé. Ïðèâåäåì
÷åòûðå ïðèìåðà òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Ïðèìåðû. 1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü11.
Ïóñòü T > 0. Ðàññìîòðèì íà ñåãìåíòå

[
−T

2 , T
2

]
ôóíêöèè

ϕk(x) = exp
(
i
2πk

T
x
)
; k ∈ Z.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî (íàïîìíèì, ÷òî δkm � ñèìâîë Êðîíåêåðà)

〈ϕk, ϕm〉 =

T/2∫

−T/2

exp
(
i
2π(k −m)

T
x
)
dx = T · δkm.

Ñâîèì íàçâàíèåì ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáÿçàíà òîìó, ÷òî äîëãîå
âðåìÿ âìåñòî áîëåå óäîáíûõ ôóíêöèé exp

(
i 2πk

T x
)
èñïîëüçîâàëèñü ôóíê-

öèè sin
(2πk

T x
)
è cos

(2πk
T x

)
.

2. Ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà12.
Ýòè êóñî÷íî ïîñòîÿííûå ôóíêöèè çàäàíû íà [0, 1] ïðàâèëîì

r0(x) ≡ 1; rk(x) = sign
(
sin(2kπx)

)
, k ∈ N (ðèñ.2.5).

x

x

x

r1(x)

r0(x)

r2(x)

Ðèñ.2.5. Ãðàôèêè òðåõ ïåðâûõ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà
11Ïî åñòåñòâåííûì ïðè÷èíàì óäîáíåå çàäàâàòü ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå íà ìíî-

æåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, à íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z.
12Ãàíñ Àäîëüô ÐÀÄÅÌÀÕÅÐ (H.A. Rademacher, 1892-1969) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê,

ñ 1936 ãîäà ðàáîòàë â ÑØÀ.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

〈rk, rm〉 =

1∫

0

rk(x)rm(x)dx = δkm.

3. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà13.
Ýòè ïîëèíîìû çàäàíû íà [−1, 1] ïðàâèëîì

P0(x) ≡ 1; Pk(x) =
1

2k · k!
· ((x2 − 1)k

)(k)
, k ∈ N.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Pk � ïîëèíîì ñòåïåíè k. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëå-
íèå äàåò

〈Pk, Pm〉 =

1∫

−1

Pk(x)Pm(x)dx =
2

2k + 1
· δkm.

4. Ïîëèíîìû ×åáûøåâà.
Ýòè ïîëèíîìû çàäàíû íà [−1, 1] ïðàâèëîì

Tk(x) = cos
(
k · arccos(x)

)
, k = 0, 1, . . .

(ïðîâåðüòå, âû÷èñëèâ Tk äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé k, ÷òî ýòî äåéñòâè-
òåëüíî ïîëèíîìû).

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëèíîìû ×åáûøåâà îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì

r(x) =
1√

1− x2
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàíîâêà t = arccos(x) äàåò

〈Tk, Tm〉r =

1∫

−1

1√
1− x2

Tk(x)Tm(x)dx =

π∫

0

cos(kt)cos(mt)dt =

=

π∫

0

1

2

(
cos((k −m)t) + cos((k + m)t)

)
dt.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë, î÷åâèäíî, ðàâåí íóëþ, åñëè k 6= m.

13Àäðèåí Ìàðè ËÅÆÀÍÄÐ (A.M. Legendre, 1752-1833) - ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê,
÷ëåí Ïàðèæñêîé ÀÍ.

73



2.3. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå.
Ðÿäû Ôóðüå

Ïóñòü f � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ, êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ íà [α, β] ôóíê-
öèÿ, à (ϕk) � îðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé, òàêæå êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ íà [α, β].

Íàéäåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïåðâûõ n ôóíêöèé èç ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî ôóíêöèè f (ðàññòîÿíèå ïîíèìà-
åòñÿ êàê îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (2.2.2) íîðìà ðàçíîñòè!) áóäåò ìèíè-
ìàëüíûì, ò.å. íàéäåì òàêèå n ÷èñåë a1, . . . , an, ÷òî

∥∥∥f −
n∑

k=1

akϕk

∥∥∥ ≤
∥∥∥f −

n∑

k=1

bkϕk

∥∥∥

ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ b1, . . . , bn.

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, åñëè íîðìà ïîðîæäåíà
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, âñåãäà óäîáíåå ðàáîòàòü íå ñ íîðìîé, à ñ åå
êâàäðàòîì.

∥∥∥f −
n∑

k=1

bkϕk

∥∥∥
2

=
〈
f −

n∑

k=1

bkϕk, f −
n∑

k=1

bkϕk

〉
=

= 〈f, f〉 −
〈
f,

n∑

k=1

bkϕk

〉
−

〈 n∑

k=1

bkϕk, f
〉

+
〈 n∑

k=1

bkϕk,

n∑

k=1

bkϕk

〉
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 〈ϕk, ϕm〉 = 0 ïðè m 6= k, èìååì
∥∥∥f −

n∑

k=1

bkϕk

∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
n∑

k=1

bk 〈f, ϕk〉 −
n∑

k=1

bk 〈ϕk, f〉+
n∑

k=1

bkbk‖ϕk‖2.

Îáîçíà÷èâ f̂k =
〈f, ϕk〉
‖ϕk‖2 , ïîëó÷èì

∥∥∥f −
n∑

k=1

bkϕk

∥∥∥
2

= ‖f‖2 +
n∑

k=1

(−bkf̂k − bkf̂k + bkbk

)‖ϕk‖2 =

= ‖f‖2 −
n∑

k=1

|f̂k|2‖ϕk‖2 +
m∑

k=1

|f̂k − bk|2‖ϕk‖2.

Â ýòîì ðàâåíñòâå ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ b1, . . . , bn. Â ñèëó íåîòðè-
öàòåëüíîñòè ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî èñêîìûé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè
bk = f̂k, k = 1, . . . , n. Ïðè ýòîì

74



∥∥∥f −
n∑

k=1

f̂kϕk

∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
n∑

k=1

|f̂k|2‖ϕk‖2. (2.3.1)

Îïðåäåëåíèå. ×èñëà f̂k =
〈f, ϕk〉
‖ϕk‖2 íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôó-

ðüå ôóíêöèè f ïî îðòîãîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ϕk).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì
n∑

k=1
|f̂k|2‖ϕk‖2, î÷åâèäíî, íå óáûâàåò. Äà-

ëåå, èç (2.3.1) âèäíî, ÷òî
n∑

k=1

|f̂k|2‖ϕk‖2 ≤ ‖f‖2, (2.3.2)

ò.å. ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïîýòîìó ÷èñëîâîé ðÿä∑+∞
k=1 |f̂k|2‖ϕk‖2 ñõîäèòñÿ. Ïåðåõîäÿ â ñîîòíîøåíèè (2.3.2) ê ïðåäåëó

(n = +∞), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ14
+∞∑

k=1

|f̂k|2‖ϕk‖2 ≤ ‖f‖2.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ ïðåâðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî +∞∑

k=1

|f̂k|2‖ϕk‖2 = ‖f‖2

(îíî íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ15), òî (2.3.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî

lim
n=+∞

∥∥∥f −
n∑

k=1

f̂kϕk

∥∥∥
2

= 0.

Åñòåñòâåííî ïåðåïèñàòü ýòî ñîîòíîøåíèå òàê:
+∞∑

k=1

f̂kϕk = f

è ñêàçàòü, ÷òî ðÿä
+∞∑

k=1

〈f, ϕk〉
‖ϕk‖2 · ϕk, (2.3.3)

14Ôðèäðèõ Âèëüãåëüì ÁÅÑÑÅËÜ (F.W. Bessel, 1784-1846) � íåìåöêèé àñòðîíîì,
÷ëåí Áåðëèíñêîé ÀÍ, ñîçäàòåëü Êåíèãñáåðãñêîé îáñåðâàòîðèè.

15Ìàðê-Àíòóàí ÏÀÐÑÅÂÀËÜ (M.A. Parseval, 1755-1836) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìà-
òèê.
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èìåíóåìûé ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f ïî îðòîãîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (ϕk), ñõîäèòñÿ ê f â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì (èëè ïî íîðìå (2.2.2)).

Îáðàòíî, åñëè ðÿä (2.3.3) ñõîäèòñÿ ê f â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì,
òî èç ôîðìóëû (2.3.1) íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ.

Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ � àíàëîã èçâåñòíîé èç øêîëüíîé
ãåîìåòðèè òåîðåìû Ïèôàãîðà.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: äëÿ âñÿêîé ëè ôóíêöèè f , êóñî÷íî íåïðåðûâíîé
íà [α, β], ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ çàâè-
ñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ϕk). Íàïðèìåð, åñëè "èçúÿòü" èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îäèí ýëåìåíò ϕm, òî äëÿ ôóíêöèè f = ϕm âñå êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå áóäóò ðàâíû íóëþ, è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ íå áóäåò èìåòü ìåñòà.

Êàê èçâåñòíî, îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â n-ìåðíîì óíèòàðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå îáëàäàåò äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

1. Òîëüêî íóëåâîé âåêòîð îðòîãîíàëåí âñåì ýëåìåíòàì áàçèñà.
2. Ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèè ýëåìåíòîâ áàçèñà.
Àíàëîãè÷íî ââåäåì ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà â áåñêîíå÷íî-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (â íàøåì ñëó÷àå � â
ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé).

Îïðåäåëåíèå. Îðòîãîíàëüíàÿ íà [α, β] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ϕk)
íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì (èëè ïðîñòî áàçèñîì) â ïðîñòðàí-
ñòâå êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, åñëè äëÿ ëþáîé êóñî÷íî íåïðå-
ðûâíîé íà [α, β] ôóíêöèè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (ò.å. ðÿä
Ôóðüå ëþáîé êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ïî ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñõîäèòñÿ ê f â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì).

Åñëè îðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ϕk) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, òî
åäèíñòâåííàÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îðòîãîíàëüíàÿ âñåì ϕk �
ýòî íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà (ò.å. ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ëèøü
â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 〈f, ϕk〉 = 0, k ∈ N, òî âñå
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó â ñèëó ðàâåíñòâà
Ïàðñåâàëÿ ‖f‖ = 0.

Ïðèìåð. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü è ïîëèíîìû Ëåæàíäðà � áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, à ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà � íåò (ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ
cos(2πx) îðòîãîíàëüíà íà [0, 1] âñåì ôóíêöèÿì Ðàäåìàõåðà).
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Çàìå÷àíèå. Âñå ââåäåííûå â ýòîì ïóíêòå îïðåäåëåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ
íà ñëó÷àé ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ âåñîì (2.2.3). Íàïðèìåð, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà � áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [−1, 1] ñ âåñîì 1√

1− x2
.

Åñòåñòâåííî çàäàòü âîïðîñ: ñõîäèòñÿ ëè ê ôóíêöèè f âî âñåõ òî÷êàõ
ñåãìåíòà ñõîäÿùèéñÿ ê íåé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì åå ðÿä Ôóðüå?

Â îáùåì ñëó÷àå îòâåò áóäåò îòðèöàòåëüíûì. Ñóùåñòâóþò, íàïðè-
ìåð, "ïàòîëîãè÷åñêèå" ôóíêöèè (íåïðåðûâíûå íà ñåãìåíòå

[
−T

2 , T
2

]
!),

ðÿä Ôóðüå êîòîðûõ ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ðàñõîäèòñÿ íà áåñ-
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê ñåãìåíòà!

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà âîïðîñ ñëåäóåò ïðåäúÿâèòü ê ôóíê-
öèè f äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ. Ïðèìåð òàêèõ òðåáîâàíèé äàåò òåî-
ðåìà Äèðèõëå, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

2.4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå
è èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè Ôóðüå íàçûâàþò ðÿäû Ôóðüå ïî òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé exp

(
i 2πk

T t
)
, k ∈ Z:

+∞∑

k=−∞
f̂kexp

(
i
2πk

T
t
)

= lim
n=+∞

n∑

k=−n

f̂kexp
(
i
2πk

T
t
)
,

ãäå, ñîãëàñíî (2.3.3),

f̂k =
1

T

T/2∫

−T/2

f(t)exp
(
−i

2πk

T
t
)
dt. (2.4.1)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåãìåíòå,
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå íå âûäåëÿþòñÿ èç ðÿäîâ Ôóðüå ïî
äðóãèì îðòîãîíàëüíûì áàçèñàì (íàïðèìåð, ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà).
Èõ îñîáàÿ ðîëü âûÿâëÿåòñÿ ïðè ïðåäñòàâëåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé,
÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå âåðíà
Òåîðåìà Äèðèõëå. 1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå êóñî÷íî íåïðå-

ðûâíîé è êóñî÷íî ìîíîòîííîé íà ñåãìåíòå
[
−T

2 , T
2

]
ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ

âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî ñåãìåíòà.
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2. Åñëè îáîçíà÷èòü åãî ñóììó S, òî

S
(
−T

2

)
= S

(T

2

)
=

f
(
−T

2
+ 0

)
+ f

(T

2
− 0

)

2
;

S(t) =
f(t− 0) + f(t + 0)

2
ïðè − T

2
< t <

T

2
.

Ñóììà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå êóñî÷íî íåïðåðûâíîé è êóñî÷-
íî ìîíîòîííîé ôóíêöèè f ñîâïàäàåò ñ ýòîé ôóíêöèåé â òî÷êàõ åå
íåïðåðûâíîñòè è ðàâíà ïîëóñóììå ëåâîãî è ïðàâîãî ïðåäåëîâ f â òî÷êàõ
åå ðàçðûâà.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè f ïîä êóñî÷íîé ìîíî-
òîííîñòüþ çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ êóñî÷íàÿ ìîíîòîííîñòü ôóíêöèé
Re(f) è Im(f).

Ðàññìîòðèì êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ è êóñî÷íî ìîíîòîííóþ ïåðèîäè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ f : R→ C ñ ïåðèîäîì T. Îáîçíà÷èì fT åå ñóæåíèå íà[
−T

2 , T
2

]
.

Ðàçëîæèì fT â ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Â ñèëó òåîðåìû Äèðèõëå ïðè |t| ≤ T

2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(t− 0) + f(t + 0)

2
=

+∞∑

k=−∞
f̂k · exp

(
i
2πk

T
t
)
, (2.4.2)

ãäå êîýôôèöèåíòû f̂k çàäàíû ôîðìóëîé (2.4.1).
Ïîñêîëüêó è ëåâàÿ, è ïðàâàÿ ÷àñòè (2.4.2) � T -ïåðèîäè÷åñêèå ôóíê-

öèè, ýòî ðàâåíñòâî âåðíî ïðè âñåõ t ∈ R.
Çàìå÷àíèå. Â òåîðèè ñèãíàëîâ ôóíêöèÿ f îïèñûâàåò ñèãíàë, ñîñòî-

ÿùèé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâûõ èìïóëüñîâ fT .
Ñóììà ðÿäà Ôóðüå ñ êîýôôèöèåíòàìè (2.4.2) îïðåäåëåíà íà âñåé

îñè è äàåò "àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå" ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èì-
ïóëüñîâ. Ñèãíàë ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû ãàð-
ìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòàìè ωk = 2πk

T (k ∈ Z), îáðàçóþùèìè
ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñ øàãîì ∆ω = 2π

T .
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

(
f̂k

)+∞
k=−∞ íàçûâàþò

êîìïëåêñíûì Ôóðüå-ñïåêòðîì ñèãíàëà f è ãîâîðÿò, ÷òî ñïåêòð ïåðè-
îäè÷åñêîãî ñèãíàëà äèñêðåòåí.
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Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ
T/2∫

−T/2

|fT (t)|2 dt = ‖fT‖2 =
+∞∑

k=−∞
|f̂k|2 · T

ïîêàçûâàåò, êàê ýíåðãèÿ èìïóëüñà E = ‖fT‖2 ðàñïðåäåëåíà ìåæäó ýòèìè
÷àñòîòàìè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëü-
íûõ èìïóëüñîâ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.2.6, îäèí èìïóëüñ êîòîðîé çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

fT (t) =

{ ∣∣1− 2t
τ

∣∣ ïðè |t| ≤ τ
2;

0 ïðè τ
2 < |t| ≤ T

2 .

−T
2
−τ

2
0 τ

2
T
2

Ðèñ.2.6
Íàéäåì êîìïëåêñíûé ñïåêòð ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

f̂k =
1

T

T/2∫

−T/2

fT (t) · exp
(
−i

2πk

T
t
)

dt =
1

T

τ/2∫

−τ/2

∣∣∣1− 2t

τ

∣∣∣ · exp
(
−i

2πk

T
t
)

dt =

=
τ

T
·
1− cos

(ωkτ

2

)

(ωkτ

2

)2

(
ωk =

2πk

T

)
.

Ñóùåñòâóþò ýëåêòðîòåõíè÷åñêèå óñòðîéñòâà, èìåíóåìûå ÷àñòîòíû-
ìè ôèëüòðàìè, ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü êîòîðûõ çàâèñèò îò ÷àñòîòû
ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ. Íàïðèìåð, â èäåàëüíîì ôèëüòðå íèæíèõ
÷àñòîò ïðîâîäèìîñòü íà ÷àñòîòàõ, êîòîðûå íå âûøå êðèòè÷åñêîé, ðàâ-
íà åäèíèöå, à íà âñåõ îñòàëüíûõ ÷àñòîòàõ � íóëþ. Åñëè íàïðÿæåíèå U
íà âõîäå òàêîãî ôèëüòðà ïðåäñòàâèòü â ôîðìå åãî ðÿäà Ôóðüå

U(t− 0) + U(t + 0)

2
=

+∞∑

k=−∞
f̂k · exp

(
i
2πk

T
t
)
,
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òî íàïðÿæåíèå V íà âûõîäå áóäåò èìåòü ôîðìó, îïðåäåëÿåìóþ îòðåçêîì
ýòîãî ðÿäà (N � íîìåð êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòû)

V (t) =
+N∑

k=−N

f̂k · exp
(
i
2πk

T
t
)
.

Ïðèìåð. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíûõ èì-
ïóëüñîâ (τ/T = 0.25) ïîäàåòñÿ íà âõîä èäåàëüíîãî ôèëüòðà íèæíèõ ÷à-
ñòîò (N = 5). Íà ðèñ.2.7 èçîáðàæåí îäèí ïåðèîä âõîäíîé è âûõîäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1
Ðèñ.2.7

Ïóñòü òåïåðü f : R→ C � íåïåðèîäè÷åñêàÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ è
êóñî÷íî ìîíîòîííàÿ íà R ôóíêöèÿ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî T è ðàññìîòðèì fT � ñóæåíèå ôóíêöèè f íà ñåãìåíò

[
−T

2 , T
2

]
.

Çàïèøåì èçâåñòíîå ðàâåíñòâî

fT (t− 0) + fT (t + 0)

2
=

+∞∑

k=−∞
f̂k · exp

(
i
2πk

T
t
)
; |t| < T

2

(êîýôôèöèåíòû f̂k çàäàíû ôîðìóëîé (2.4.1)).
Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè fT ñõîäèòñÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè è, ñëåäî-

âàòåëüíî, îïðåäåëÿåò íîâóþ ôóíêöèþ

F (t) =
+∞∑

k=−∞
f̂k · exp

(
i
2πk

T
t
)
; t ∈ R .
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Ýòà ôóíêöèÿ ïî òåîðåìå Äèðèõëå ñîâïàäàåò ñ f ïî÷òè âñþäó ïðè
|t| < T/2, à âíå ýòîãî èíòåðâàëà ÿâëÿåòñÿ åå ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæå-
íèåì (ðèñ.2.8).

−3T
2 −T

2
0 T

2
3T
2

Ðèñ.2.8. Ôóíêöèÿ fT (æèðíàÿ ëèíèÿ) è åå ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óâåëè÷èâàÿ T , ìû óâåëè÷èì äëèíó èíòåð-

âàëà, íà êîòîðîì F ïî÷òè âñþäó ñîâïàäàåò ñ f . Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: íåëüçÿ ëè ïåðåéòè ê ïðåäåëó (T = +∞)?

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îäèíî÷íûé òðåóãîëüíûé èìïóëüñ åäèíè÷íîé
âûñîòû è øèðèíû τ :

f(t) =

{ ∣∣1− 2t
τ

∣∣ ïðè |t| ≤ τ
2 ;

0 ïðè |t| > τ
2 .

Ôóíêöèÿ F (ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå òàêîãî èìïóëüñà), î÷åâèäíî,
ñîâïàäàåò ñ óæå ðàññìîòðåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òðåóãîëüíûõ èì-
ïóëüñîâ (ðèñ.2.6).

Åñëè, ñîõðàíÿÿ äëèíó èìïóëüñîâ τ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óâå-
ëè÷èâàòü ïåðèîä èõ ïîâòîðåíèÿ T , òî øàã ÷àñòîòíîé ñåòêè ∆ω = 2π

T
áóäåò óìåíüøàòüñÿ è îäíîâðåìåííî áóäóò óìåíüøàòüñÿ ïîðöèè ýíåðãèè
Ek = |f̂k|2, ïåðåíîñèìûå íà äèñêðåòíûõ ÷àñòîòàõ ωk. Ââåäåì ïîíÿòèå
ñðåäíåé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè - îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòà Ôóðüå ê
øàãó ÷àñòîòíîé ñåòêè

f̃(ωk) =
f̂k

∆ω
=

τ

2π
·
1− cos

(ωkτ

2

)

(ωkτ

2

)2 .

Òîãäà ôîðìóëà (2.4.2) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

f(t− 0) + f(t + 0)

2
=

+∞∑

k=−∞
f̃(ωk) · exp (iωkt) ·∆ω. (2.4.3)
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Î÷åâèäíî, ðÿä, ñòîÿùèé ñïðàâà, ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êâàä-
ðàòóðíóþ ôîðìóëó ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ èíòåãðàëà

+∞∫

−∞
f̃(ω) · exp (iωt) dω, (2.4.4)

ãäå

f̃(ω) =
τ

2π
·
1− cos

(ωτ

2

)

(ωτ

2

)2 =
1

2π

+∞∫

−∞
f(t) · exp(−iωt) dt.

Ïîýòîìó ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó (T = +∞)
ðÿä (2.4.3) ïðåâðàòèòñÿ â èíòåãðàë (2.4.4).

Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî
Òåîðåìà. Åñëè f : R → C � êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ è êóñî÷íî ìîíî-

òîííàÿ íà R ôóíêöèÿ, ïðè÷åì
+∞∫
−∞

|f | < +∞, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî16

f(t− 0) + f(t + 0)

2
= V.P.

+∞∫

−∞
f̃(ω) · exp (iωt) dω, (2.4.5)

ãäå

f̃(ω) =
1

2π

+∞∫

−∞
f(t) · exp (−iωt) dt. (2.4.6)

Ôîðìóëó (2.4.6) íàçûâàþò ïðÿìûì, à ôîðìóëó (2.4.5) � îáðàòíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Çàìå÷àíèå. Â òåîðèè ñèãíàëîâ ôóíêöèþ f̃ íàçûâàþò ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòüþ ñèãíàëà f è ãîâîðÿò, ÷òî ñïåêòð òàêîãî ñèãíàëà íåïðåðûâåí.

Íà ðèñ.2.9 èçîáðàæåíà (ïóíêòèðîì) ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü îäè-
íî÷íîãî òðåóãîëüíîãî èìïóëüñà, à òàêæå ñðåäíÿÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ïðè
ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèÿõ τ/T .

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ ïî êðàéíåé
ìåðå øåñòü ðàçíûõ ñïîñîáîâ çàïèñè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ôóðüå.

16Íàïîìèíàåì, ÷òî V.P. � ãëàâíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà.
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−4π
τ

0 4π
τ

ω

−4π
τ

0 4π
τ

ω

Ðèñ.2.9. Âåðõíèé ðèñóíîê: τ/T = 0.25; íèæíèé: τ/T = 0.125

Èíîãäà ìíîæèòåëü 1
2π ïåðåíîñÿò èç ôîðìóëû (2.4.6) â ôîðìóëó (2.4.5):

f̃(ω) =

+∞∫

−∞
. . . ;

f(t− 0) + f(t + 0)

2
=

1

2π
· V.P.

+∞∫

−∞
. . .

èíîãäà åãî "ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿþò" ìåæäó äâóìÿ ôîðìóëàìè:

f̃(ω) =
1√
2π

+∞∫

−∞
. . . ;

f(t− 0) + f(t + 0)

2
=

1√
2π
· V.P.

+∞∫

−∞
. . .

Â íåêîòîðûõ êíèãàõ ïèøóò â ýêñïîíåíòå çíàê "+" â ïðÿìîì ïðåîá-
ðàçîâàíèè, à çíàê "−" â îáðàòíîì, íàïðèìåð:

f̃(ω) =

+∞∫

−∞
f(t) · exp (iωt) dt;

f(t− 0) + f(t + 0)

2
=

1

2π
· V.P.

+∞∫

−∞
f̃(ω) · exp (−iωt) dω.

Íåêîòîðûå (íî íå âñå) ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ñïðàâåäëèâû
äëÿ ëþáîé ôîðìû çàïèñè. Ïîýòîìó ìû íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì, óñëû-
øàâ ñëîâà "ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñïðîñèòü: "À êàê ýòî ïèøåòñÿ?"
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Çàìå÷àíèå. Ïóñòü f � îðèãèíàë, è
+∞∫
0
|f | < +∞. Òîãäà ïðåîáðàçî-

âàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè f, êàê èçâåñòíî, îïðåäåëåíî ïðè Re(s) ≥ 0, è
ïðè Re(s) = 0, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ôîðì åå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå:

(Lf
)
(s)

∣∣
s=iω =

+∞∫

−∞
f(t) · exp (−iωt) dt.

Âîîáùå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ëàïëàñà âåñüìà ñõîæè. Â
÷àñòíîñòè, åñëè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëåíî îäíîé èç ôîðìóë

f̃(ω) =

+∞∫

−∞
f(t) · exp (±iωt) dt,

òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáðàç Ôóðüå ñâåðòêè äâóõ ôóíêöèé ðàâåí ïðî-
èçâåäåíèþ èõ îáðàçîâ Ôóðüå:

˜(f1 ⊗ f2) = f̃1 · f̃2.
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Ãëàâà 3. ËÈÍÅÉÍÛÅ
ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

3.1. Ñîäåðæàòåëüíàÿ çàäà÷à,
ïðèâîäÿùàÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Ðàññìîòðèì òðóáêó äëèíîé `, çàïîëíåííóþ âåùåñòâîì, ïîãëîùà-
þùèì è ðàññåèâàþùèì ñâåò. Ïîìåñòèì â ëåâîì åå êîíöå ñòàöèîíàðíûé
èñòî÷íèê, èçëó÷àþùèé ñâåòîâîé ïîòîê ñ ïëîòíîñòüþ I0, íàïðàâëåííûé
âïðàâî (ðèñ.3.1).

-
-
-

0 yk−1 ykJk z `

I0

Ðèñ.3.1

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîé òî÷êå òðóáêè ðàññåÿíèå ñâåòîâîãî ïî-
òîêà ïðîèñõîäèò ëèøü â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ � âïðàâî è âëåâî. Òîãäà ïëîò-
íîñòü ïîòîêà ïîñòîÿííà â êàæäîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè òðóáêè è ìåíÿåòñÿ
òîëüêî âäîëü åå îñè. Ââåäåì ôóíêöèþ ϕ : [0, `] → R � ëèíåéíóþ ïëîò-
íîñòü ñâåòîâîãî ïîòîêà, èçëó÷àåìîãî â çàäàííîì ñå÷åíèè.

Î÷åâèäíî, âåñü ñâåòîâîé ïîòîê â ñå÷åíèè ñ àáñöèññîé z ìîæíî ðàçäå-
ëèòü íà äâå ÷àñòè: ïîòîê îò èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì ïîãëîùåíèÿ è
ðàññåÿíèÿ â ñðåäå) è âòîðè÷íûé ïîòîê, ñîçäàííûé ðàññåèâàþùåé ñðåäîé.
Ðàññìîòðèì ýòè ñëàãàåìûå ïî îòäåëüíîñòè.

1. Ïëîòíîñòü ïåðâè÷íîãî ïîòîêà, ñîãëàñíî çàêîíó Áóãåðà17, ðàâíà

Φ1(z) = I0 · exp(−µz)

(µ � ïîêàçàòåëü îñëàáëåíèÿ ñâåòà â ñðåäå).
2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè âòîðè÷íîãî (îáðàçîâàííîãî ðàññåèâà-

þùåé ñðåäîé) ïîòîêà Φ2(z) ïîñòðîèì íåêîòîðîå ðàçáèåíèå P ñåãìåíòà
[0, `] è âûäåëèì ýëåìåíòàðíûé îáúåì, îãðàíè÷åííûé ñå÷åíèÿìè ñ àáñ-
öèññàìè yk−1 è yk (ðèñ.3.1). Îáîçíà÷èì Jk = [yk−1, yk] è ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈ Jk.

Åñëè áû ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà íà Jk áûëà ïîñòîÿííîé è ðàâ-
íÿëàñü ϕ(y), ïîëíîå âòîðè÷íîå èçëó÷åíèå ýòîãî ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà

17Ïüåð ÁÓÃÅÐ (P. Bouguer, 1698-1758) � ôðàíöóçñêèé ôèçèê, îäèí èç îñíîâàòåëåé
ôîòîìåòðèè; ÷ëåí Ïàðèæñêîé ÀÍ è Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà.
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áûëî áû ðàâíî ϕ(y) · (yk − yk−1). Äàëåå, åñëè áû âñå ýòî èçëó÷åíèå èñ-
õîäèëî èç ñå÷åíèÿ ñ àáñöèññîé y, òî åãî âêëàä â ðàññåÿííûé ñâåòîâîé
ïîòîê, ïîëó÷àåìûé â ñå÷åíèè ñ àáñöèññîé z, áûë áû ðàâåí

ρ

2
· exp(−µ|z − y|) · ϕ(y) · (yk − yk−1)

(çäåñü ρ � ïîêàçàòåëü ðàññåÿíèÿ ñðåäû; ìíîæèòåëü 1
2 îïðåäåëÿåòñÿ èç

ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ïîëîâèíà ðàññåÿííîãî ïîòîêà èçëó÷àåòñÿ âïðàâî è
ïîëîâèíà � âëåâî).

Î÷åâèäíî íåðàâåíñòâî mk ≤ exp(−µ|z − y|) · ϕ(y) ≤ Mk, ãäå
mk = inf

y∈Jk

{
exp(−µ|z − y|) · ϕ(y)

}
, Mk = sup

y∈Jk

{
exp(−µ|z − y|) · ϕ(y)

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü âòîðè÷íîãî ïîòîêà, ïîëó÷àåìîãî â ñå÷å-
íèè ñ àáñöèññîé z, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ρ

2
·
∑

k

mk · (yk − yk−1) ≤ Φ2(z) ≤ ρ

2
·
∑

k

Mk · (yk − yk−1). (3.1.1)

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.1.1) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñî-
îòâåòñòâåííî íèæíþþ è âåðõíþþ ñóììû Äàðáó ïðè ðàçáèåíèè P äëÿ
ôóíêöèè ρ/2 · exp(−µ|z − y|) · ϕ(y). Ïîýòîìó

Φ2(z) =
ρ

2
·

`∫

0

exp(−µ|z − y|) · ϕ(y) dy.

Òåïåðü óðàâíåíèå áàëàíñà ϕ(z) = Φ1(z) + Φ2(z) ïðèíèìàåò âèä

ϕ(z) = I0 · exp(−µz) +
ρ

2
·

`∫

0

exp(−µ|z − y|) · ϕ(y) dy, z ∈ [0, `].

3.2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà
Ïîëó÷åííîå â ï.3.1 èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå � ïðèìåð óðàâíåíèÿ

Ôðåäãîëüìà18 âòîðîãî ðîäà

x(t) =

β∫

α

K(t, τ)x(τ) dτ + f(t). (3.2.1)

18Ýðèê Èâàð ÔÐÅÄÃÎËÜÌ (E.I. Fredholm, 1866-1927) � øâåäñêèé ìàòåìàòèê,
÷ëåí Ñòîêãîëüìñêîé ÀÍ. Èçâåñòåí ñâîèìè ðàáîòàìè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì.
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Â óðàâíåíèè (3.2.1)
x � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ [α, β] → R;
f � ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ � âåùåñòâåííàÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [α, β]
ôóíêöèÿ. Åñëè f(t) ≡ 0, óðàâíåíèå (3.2.1) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì;
K(t, τ) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà êâàäðàòå [α, β] × [α, β].
Îíà ëèáî íåïðåðûâíà, ëèáî èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà äèàãîíàëè
êâàäðàòà t = τ (ò.å. íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, íà
êîòîðûå ýòà äèàãîíàëü äåëèò êâàäðàò � ðèñ.3.2). Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò
ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡¡

α

β

τ

α β t
Ðèñ.3.2

Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèå

β∫

α

K(t, τ)x(τ) dτ + f(t) = 0.

Ýòîò òèï óðàâíåíèé ìû â íàøåì ïîñîáèè íå ðàññìàòðèâàåì.
Óðàâíåíèå (3.2.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = Ax + f, (3.2.2)

ãäå A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðåîáðàçóþùèé íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ
x : [α, β] → R ïî ôîðìóëå

(Ax) (t) =

β∫

α

K(t, τ)x(τ) dτ.

Óðàâíåíèå (3.2.2) âíåøíå ñõîæå ñ îäíîé èç ôîðì çàïèñè ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ýòà àíàëîãèÿ íà ñàìîì äåëå ÿâëÿ-
åòñÿ âåñüìà ãëóáîêîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ
èçâåñòíîé òåîðåìå ëèíåéíîé àëãåáðû
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Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà. Åñëè îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà èìå-
åò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå:

f(t) ≡ 0 =⇒ x(t) ≡ 0,

òî ñîîòâåòñòâóþùåå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå ïðè ëþáîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå. Åñëè æå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò
íåíóëåâîå ðåøåíèå, òî ñîîòâåòñòâóþùåå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ëèáî
íåðàçðåøèìî, ëèáî èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Ïðèìåð. Åñëè
β∫
α

|K(t, τ)| dτ ≤ q < 1 ïðè âñåõ t ∈ [α, β], òî îäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, íåîä-
íîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì ñâîáîäíîì
÷ëåíå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûïèøåì î÷åâèäíóþ îöåíêó:

|(Ax) (t)| =
∣∣∣

β∫

α

K(t, τ)x(τ) dτ
∣∣∣ ≤

≤ max
τ∈[α,β]

(|x(τ)|) ·
β∫

α

|K(t, τ)| dτ ≤ q · max
τ∈[α,β]

(|x(τ)|).

Îòñþäà
max
t∈[α,β]

(|(Ax) (t)|) ≤ q · max
t∈[α,β]

(|x(t)|). (3.2.3)

Åñëè z � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî

z = Az =⇒ max
t∈[α,β]

(|z(t)|) ≤ q · max
t∈[α,β]

(|z(t)|) =⇒ z(t) ≡ 0.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Åñëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, íåïðåðûâ-
íûõ íà [α, β], ââåñòè íîðìó ‖x‖C = max

t∈[α,β]

(|x(t)|), òî îöåíêà (3.2.3) ïîêà-
çûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ‖Ax‖C ≤ q · ‖x‖C . Îòñþäà âèäíî, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå �
àíàëîã òåîðåìû î ìåòîäå ïðîñòîé èòåðàöèè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãå-
áðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà î÷åíü ðåäêî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
â ÿâíîé ("çàìêíóòîé") ôîðìå. Îäèí ïðîñòîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ñëåäóþùåì ïóíêòå.
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3.3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà
ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì

ßäðî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, åñëè îíî
èìååò âèä

K(t, τ) =
m∑

k=1

ϕk(t)ψk(τ),

ãäå ϕk, ψk; k = 1, . . . , m � çàäàííûå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, íåïðå-
ðûâíûå íà [α, β].

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Íå ñëåäóåò ïóòàòü âûðîæäåííîñòü
ÿäðà óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ñ èçâåñòíûì ïîíÿòèåì âûðîæäåííîñòè
êâàäðàòíîé ìàòðèöû.

Â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî ÿäðà óðàâíåíèå (3.2.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå

x(t) =
m∑

k=1

ϕk(t)

β∫

α

x(τ)ψk(τ) dτ + f(t)

èëè â âèäå
x =

m∑

k=1

ϕk · 〈x, ψk〉+ f, (3.3.1)

ãäå 〈x, ψk〉 =
β∫
α

x(τ)ψk(τ) dτ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé.
Óìíîæèâ îáå ÷àñòè (3.3.1) ñêàëÿðíî íà ψi, ïîëó÷èì

〈x, ψi〉 =
m∑

k=1

〈ϕk, ψi〉〈x, ψk〉+ 〈f, ψi〉, i = 1, . . . , m

èëè
ci =

m∑

k=1

aikck + bi, i = 1, . . . , m, (3.3.2)

ãäå aik = 〈ϕk, ψi〉, bi = 〈f, ψi〉, ci = 〈x, ψi〉.
Èòàê, åñëè x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3.1), òî âåêòîð c ÿâëÿåòñÿ ðå-

øåíèåì ñèñòåìû (3.3.1). Îáðàòíî, åñëè c � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3.2), òî
ôóíêöèÿ

x(t) =
m∑

k=1

ckϕk(t) + f(t) (3.3.3)

áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.3.1) (ïðîâåðüòå ýòî!).
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Ïåðåïèøåì (3.3.2) â âèäå c = Ac + b èëè (Im − A) c = b. Åñëè îä-
íîðîäíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî è îä-
íîðîäíàÿ ñèñòåìà (Im − A) c = θ òàêæå èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå,
ò.å. ìàòðèöà Im−A íåâûðîæäåííàÿ. Ïîýòîìó ñèñòåìà (3.3.2) îäíîçíà÷-
íî ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå, è ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî ôîðìóëå (3.3.3).

Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå

x(t) =

1∫

0

(
exp(−t)exp(τ) + exp(−2t)exp(2τ)

)
x(τ) dτ + 1.

Çäåñü ϕk(t) = exp(−kt), ψk(t) = exp(kt); k = 1, 2. Âû÷èñëèâ èí-
òåãðàëû (ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ), çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.3.2):

{
0 · c1 + (1/e− 1) · c2 = e− 1

(1− e) · c1 + 0 · c2 = e2 − 1
2

.

Îòñþäà c1 = −e + 1
2 , c2 = −e, ò.å.

x(t) = 1− e + 1

2
exp(−t)− e · exp(−2t).

3.4. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà
Åñëè K(t, τ) = 0 ïðè τ > t, òî óðàâíåíèå (3.2.1) ïðèíèìàåò âèä

x(t) =

t∫

α

K(t, τ)x(τ) dτ + f(t). (3.4.1)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì Âîëüòåððà19.
Çàìå÷àíèå. Çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ
x′ = a(t) · x + g(t), x(t0) = x0

ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ Âîëüòåððà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèíòåãðèðîâàâ
òîæäåñòâî x′(τ) ≡ a(τ)x(τ) + g(τ) ïî ïðîìåæóòêó [t0, t], ïîëó÷èì

19Âèòî ÂÎËÜÒÅÐÐÀ (V. Volterra, 1860-1940) � èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí íà-
öèîíàëüíîé àêàäåìèè äåè Ëèí÷åè â Ðèìå. Íàèáîëåå èçâåñòíû åãî ðàáîòû â îáëàñòè
äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè
óïðóãîñòè.

90



x(t) =

t∫

t0

a(τ)x(τ) dτ +
(
x0 +

t∫

t0

g(τ) dτ
)
,

êîòîðîå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (3.4.1).
Ïîêàæåì, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà

z(t) =

t∫

α

K(t, τ)z(τ) dτ (3.4.2)

èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì M = max
α≤τ≤t≤β

(|K(t, τ)|) è îöå-
íèì ôóíêöèþ z � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Èç (3.4.2) âûâîäèì

|z(t)| ≤
t∫

α

|K(t, τ)| · |z(τ)| dτ ≤
t∫

α

M · ‖z‖C dτ = M · ‖z‖C · (t− α).

Îòñþäà

|z(t)| ≤
t∫

α

|K(t, τ)| · |z(τ)| dτ ≤

≤
t∫

α

M ·M · ‖z‖C · (τ − α) dτ = M 2 · ‖z‖C · (t− α)2

2!
.

Äàëåå òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k

|z(t)| ≤ Mk · ‖z‖C · (t− α)k

k!
.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k èìååì Mk · (β − α)k

k!
< 1

2 . Ïîýòîìó
|z(t)| ≤ 1

2 · ‖z‖C ïðè âñåõ t ∈ [α, β], îòêóäà ‖z‖C ≤ 1
2 · ‖z‖C , ò.å. z(t) ≡ 0.

Ïî òåîðåìå Ôðåäãîëüìà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå Âîëüòåððà
âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà òàêæå î÷åíü ðåäêî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
â ÿâíîé ("çàìêíóòîé") ôîðìå. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé � óðàâíåíèå Âîëüòåððà ñ ðàçíîñòíûì ÿäðîì,
äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.
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3.5. Óðàâíåíèå Âîëüòåððà ñ ðàçíîñòíûì ÿäðîì
Ðàçíîñòíûì íàçûâàþò ÿäðî âèäà K(t, τ) = g(t − τ). Íå óìàëÿÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü α = 0. Òîãäà óðàâíåíèå Âîëüòåððà ïðèìåò âèä

x(t) =

t∫

0

g(t− τ)x(τ) dτ + f(t), 0 ≤ t ≤ β. (3.5.1)

Åñëè äîîïðåäåëèòü ôóíêöèè g è f , ïîëîæèâ èõ ðàâíûìè íóëþ ïðè
t < 0 è ïðè t > β, òî îíè, î÷åâèäíî, îêàæóòñÿ îðèãèíàëàìè. Áóäåì èñ-
êàòü ðåøåíèå òàêæå ñðåäè ôóíêöèé-îðèãèíàëîâ. Òîãäà óðàâíåíèå (3.5.1)
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

x = g ⊗ x + f (⊗ � çíàê ñâåðòêè ôóíêöèé).

Ïðåîáðàçóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî Ëàïëàñó, ïîëó÷èì x̃ = g̃ · x̃+ f̃ , îòêóäà

x̃ =
f̃

1− g̃
. (3.5.2)

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì è â ñëó÷àå, êîãäà β = +∞, åñëè,
êîíå÷íî, ôóíêöèè g è f ýêñïîíåíöèàëüíî îãðàíè÷åíû.

2. Íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ìû íå ðåøèëè óðàâíåíèå,
à ïðîñòî "ïåðåäàëè ðàáîòó â äðóãîé öåõ": òðåáóåòñÿ íàéòè èçîáðàæåíèÿ
ôóíêöèé g è f è, åñëè ýòî óäàñòñÿ ñäåëàòü, âîññòàíîâèòü îðèãèíàë äëÿ
íàéäåííîãî èçîáðàæåíèÿ ðåøåíèÿ (3.5.2)!

Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå

x(t) =

t∫

0

exp(−(t− τ))x(τ) dτ + 1; 0 ≤ t < +∞.

Çäåñü
g(t) = exp(−t) · δ1(t) =⇒ g̃(s) =

1

s + 1
;

f(t) = δ1(t) =⇒ f̃(s) =
1

s
.

Ïðåîáðàçóÿ óðàâíåíèå ïî Ëàïëàñó, íàéäåì

x̃(s) =
s + 1

s2 =
1

s
+

1

s2 =⇒ x(t) = (1 + t) · δ1(t).
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3.6. ×èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà è Âîëüòåððà

Ðàíåå ïîä÷åðêèâàëîñü, ÷òî ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ î÷åíü
ðåäêî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â ÿâíîé ("çàìêíóòîé") ôîðìå. Â ýòîì ïóíêòå ìû
ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ.

Çàäàäèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî N è ïîñòðîèì íà ñåãìåíòå [α, β] ðàâ-
íîìåðíóþ ñåòêó tk = α + k · h; k = 0, . . . , N ; h =

β − α
N . ×èñëåííîå

ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ñïëàéíà ïåðâîãî ïîðÿäêà (êóñî÷íî ïîñòî-
ÿííîé ôóíêöèè)

Sh(t) = sk ïðè tk ≤ t < tk+1. (3.6.1)

Çàìåíÿÿ â óðàâíåíèè (3.2.1) èíòåãðàë êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé ëåâûõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

sk = h

N−1∑
m=0

K(tk, tm)sm + f(tk); k = 0, . . . , N − 1. (3.6.2)

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó, îáîñíîâûâàþùóþ ïðèìåíå-
íèå ýòîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. ÿäðî óðàâíåíèÿ (3.2.1) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

ïî îáîèì àðãóìåíòàì â êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ, îòìå÷åííûõ íà ðèñ.3.2;
2. ôóíêöèÿ f èìååò êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà [α, β];
3. ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî íóëåâîå ðå-

øåíèå.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî h0, ÷òî ïðè âñåõ

h < h0 ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.6.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
s = [s0, . . . , sN−1]

T .

Äàëåå, ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî C, ÷òî ïðè h < h0

|x(tk)− sk| ≤ C · h, k = 0, . . . , N − 1,

ãäå x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2.1).
Áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ t ∈ [α, β] âûïîëíåíà îöåíêà |x(t)−Sh(t)| ≤ C ·h,

ãäå Sh � ñïëàéí, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (3.6.1).
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Ãëàâà 4. ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß
ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé. Äëÿ ôèêñàöèè êîíêðåòíîãî ðåøåíèÿ èç ýòîãî
ñåìåéñòâà çàäàþò çíà÷åíèå ýòîãî ðåøåíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå (íà÷àëüíîå
óñëîâèå). Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå çàäà÷à Êîøè.

Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
âåêòîð-ôóíêöèé, è ôèêñèðîâàòü êîíêðåòíîå ðåøåíèå ìîæíî äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè: ëèáî çàäàòü îáà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ â îäíîé òî÷êå, ïîëó÷èâ
óæå èçâåñòíóþ çàäà÷ó Êîøè, ëèáî çàäàòü èõ â äâóõ ðàçíûõ òî÷êàõ. Â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå çàäà÷à íàçûâàåòñÿ êðàåâîé èëè ãðàíè÷íîé.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïî-
ñòàâèòü çàäà÷ó Êîøè, çàäàâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ è åãî
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé) â îäíîé òî÷êå, èëè ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó, çàäàâ
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ â äâóõ òî÷êàõ.

Ìû íàìåðåíû îãðàíè÷èòüñÿ â ýòîé ãëàâå ëèøü ïîñòàíîâêîé ïðîñòåé-
øèõ êðàåâûõ çàäà÷ è ðàññìîòðåíèåì àëãîðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ áåç òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ ïîäðîáíîñòåé.

4.1. Îäíà ñîäåðæàòåëüíàÿ çàäà÷à
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñòàöèîíàðíîì òåïëîâîì ðåæèìå â òîíêîì

ïðîâîäíèêå äëèíîé `, íàãðåâàåìîì ïðîõîäÿùèì ïî íåìó òîêîì. Áóäåì
íàçûâàòü ïðîâîäíèê òîíêèì, åñëè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ
åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òåìïåðàòóðà îäèíàêîâà. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü
ïðîâîäíèêà ïîêðûòà èäåàëüíîé òåïëîèçîëÿöèåé. Íà êîíöàõ èñêóññòâåí-
íî ïîääåðæèâàåòñÿ çàäàííàÿ òåìïåðàòóðà (ðèñ.4.1).

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@
T`T0

Ðèñ.4.1. Òîíêèé ïðîâîäíèê, íàãðåâàåìûé òîêîì

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîâîäíèê ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ îäèíàêîâîé äëè-
íû (ðèñ.4.2), è òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà â ïðåäåëàõ êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ.
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u u u

x−∆x x x + ∆x

Ðèñ.4.2. Ê âûâîäó óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà

Íàéäåì ïðèðàùåíèå êîëè÷åñòâà òåïëà ∆Q â ýëåìåíòå ïðîâîäíèêà
äëèíîé ∆x ñ öåíòðîì â òî÷êå x çà âðåìÿ ∆t.

Ïîñêîëüêó áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïðîâîäíèêà òåïëîèçîëèðîâàíà, ∆Q

åñòü ñóììà òðåõ ñëàãàåìûõ:
1. Òåïëî, âûäåëåííîå òîêîì. Åñëè òîê ïîñòîÿííûé, ýòî òåïëî ïðî-

ïîðöèîíàëüíî âðåìåíè è îáúåìó êóñêà ïðîâîäíèêà:
∆Q1 = γ ·∆t ·∆x · S.

Çäåñü S � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà, γ � êîíñòàíòà.
2. Òåïëî, ïîñòóïèâøåå èç ïðàâîãî ñîñåäíåãî ýëåìåíòà. Îíî ïðîïîðöè-

îíàëüíî âðåìåíè, ïëîùàäè ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà, ðàçíîñòè òåìïåðàòóð â
òî÷êàõ x+∆x è x è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó ýòèìè
òî÷êàìè:

∆Q2 = λ ·∆t · S · T (x + ∆x)− T (x)

∆x
. (4.1.1)

Çäåñü λ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà ïðîâîäíèêà.
3. Òåïëî, ïîñòóïèâøåå èç ëåâîãî ñîñåäíåãî ýëåìåíòà:

∆Q3 = λ ·∆t · S · T (x−∆x)− T (x)

∆x
.

Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå êîëè÷åñòâî òåïëà â ýëåìåíòå íå ìåíÿåòñÿ:
∆Q1 + ∆Q2 + ∆Q3 = 0, (4.1.2)

èëè

λ·∆t·S ·T (x + ∆x)− T (x)

∆x
−λ·∆t·S ·T (x)− T (x−∆x)

∆x
+γ ·∆t·∆x·S = 0.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ∆t ·∆x · S, ïîëó÷èì

−
λ
T (x + ∆x)− T (x)

∆x
− λ

T (x)− T (x−∆x)

∆x
∆x

= γ.

Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó (∆x = 0), ïîëó÷èì êîíòèíóàëüíóþ ìîäåëü çàäà÷è
� îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ
êðàåâûìè (ãðàíè÷íûìè) óñëîâèÿìè:

− (λ · T ′)′ = γ; T (0) = T0, T (`) = T`.
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Çàìå÷àíèå. Ìû ñîçíàòåëüíî íå âûíåñëè çà çíàê ïðîèçâîäíîé êîýô-
ôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, òàê êàê, âîîáùå ãîâîðÿ, îí ìîæåò çàâèñåòü
îò x. Êàê âèäíî èç (4.1.1), ôóíêöèÿ λ · T ′ èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë òåï-
ëîâîãî ïîòîêà ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè äàííîãî ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà â
íàïðàâëåíèè "íàëåâî".

4.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòî-

ðîãî ïîðÿäêà, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à èç ï.4.1, ôîð-
ìóëèðóåòñÿ òàê:

Íàéòè äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ íà ñåãìåíòå [α, β]
ôóíêöèþ y, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

− (p · y′)′ + q · y = f, (4.2.1)

à íà êîíöàõ ñåãìåíòà � êðàåâûì óñëîâèÿì.
Â óðàâíåíèè (4.2.1) p � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìàÿ íà [α, β] ôóíêöèÿ; q, f � âåùåñòâåííûå, íåïðåðûâíûå íà [α, β]
ôóíêöèè (â çàäà÷å èç ï.4.1 p = λ > 0, q = 0, f = γ).

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì êðàåâîé çàäà÷è. Åñëè
f = 0, òî êðàåâàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé.

Çàìå÷àíèå. Ê âèäó (4.2.1) ìîæíî ïðèâåñòè ëþáîå ëèíåéíîå óðàâíå-
íèå âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ = r · y′ + s · y + g, (4.2.2)

ãäå r, s, g � íåïðåðûâíûå íà [α, β] ôóíêöèè.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (4.2.1):

y′′ = −p′

p
· y′ + q

p
· y − f

p
.

è ñðàâíèì åãî ñ (4.2.2). Âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ p åñòü îäíî èç ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ −p′

p = r. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü p(x) = exp
(
−

x∫
α

r
)
.

Äàëåå, q = s · p è, íàêîíåö, f = −g · p.
×àùå âñåãî íà êîíöàõ ñåãìåíòà ðàññìàòðèâàþò êðàåâûå óñëîâèÿ îä-

íîãî èç òðåõ òèïîâ:
1. y(α) = 0 (êðàåâîå óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà; â çàäà÷å î òåïëîâîì ðå-

æèìå ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå α èñêóññòâåííî ïîääåðæèâàåòñÿ
íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà);
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2. y′(α) = 0 (êðàåâîå óñëîâèå âòîðîãî ðîäà; â çàäà÷å î òåïëîâîì
ðåæèìå îíî îçíà÷àåò, ÷òî ëåâûé êîíåö ïðîâîäíèêà òåïëîèçîëèðîâàí);

3. y′(α) − µα · y(α) = 0, µα > 0 (êðàåâîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà;
â çàäà÷å î òåïëîâîì ðåæèìå ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íà ëåâîì êîíöå
ïðîâîäíèêà âûõîäÿùèé òåïëîâîé ïîòîê ïðîïîðöèîíàëåí òåìïåðàòóðå).

Àíàëîãè÷íî çàäàåòñÿ êðàåâîå óñëîâèå â òî÷êå β. Íî â óñëîâèè òðåòü-
åãî ðîäà òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ âûõîäÿùèé ïîòîê òåïëà, ïîýòîìó çíàê
ïðè êîýôôèöèåíòå µ ìåíÿåòñÿ: y′(β) + µβ · y(β) = 0, µβ > 0.

Çàìå÷àíèå. Åñëè êðàåâûå óñëîâèÿ íå îäíîðîäíûå (â ïðàâîé ÷àñòè
ñòîèò íå íóëü), òî ïîäñòàíîâêà y = Y + P2, ãäå P2 � ïîëèíîì âòîðîé
ñòåïåíè ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó-
÷èòü çà ñ÷åò âûáîðà ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ
(ïðîâåðüòå ýòî!). Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çàäà÷ó ñ
îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Â îòëè÷èå îò çàäà÷è Êîøè, êðàåâàÿ çà-
äà÷à ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ èëè èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé äàæå
â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

−y′′ = f, y′(−1) = y′(1) = 0.

Åñëè f(x) ≡ 1, òî y′(x) = −x + c, c = const. Èç ïåðâîãî êðàåâîãî
óñëîâèÿ ïîëó÷àåì c = −1, à èç âòîðîãî c = 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñ ôèçè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòîò ðåçóëüòàò î÷åâèäåí: åñëè â çàäà÷å èç ï.4.1 ïðî-
âîäíèê òåïëîèçîëèðîâàí, òî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
íåâîçìîæíî � ïîä äåéñòâèåì òîêà îí áóäåò íàãðåâàòüñÿ íåîãðàíè÷åííî!

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè f(x) = x, òî y′(x) = −x2/2 + c. Èç ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì c = 1/2. Ïîýòîìó y(x) = −x3/6 + x/2 + c1 (c1 �
ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà), ò.å. çàäà÷à èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Îáîçíà÷èì DL ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, äâàæäû íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [α, β] è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîñòàâëåííûì êðà-
åâûì óñëîâèÿì. Çàäàäèì íà DL ëèíåéíûé (ïðîâåðüòå ýòî!) îïåðàòîð

Lφ ≡ − (p · φ′)′ + q · φ. (4.2.3)

Òîãäà èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à çàïèøåòñÿ â âèäå

Ly = f ; y ∈ DL. (4.2.4)
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Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî â îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà âõîäèò íå òîëü-
êî "ôîðìóëà ïî êîòîðîé îí äåéñòâóåò, íî è åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ DL.
Ïîýòîìó îïåðàòîðû ñ îäíèì è òåì æå "äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíè-
åì" (4.2.3) è ñ ðàçíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè � ðàçíûå îïåðàòîðû!

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (4.2.4) "óñòðîåíà" òàê æå, êàê óðàâ-
íåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Èìåííî, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, â òî÷íî-
ñòè ïîâòîðÿþùàÿ òåîðåìó Ôðåäãîëüìà.

Òåîðåìà. Åñëè îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (4.2.1)
èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå (y(x) ≡ 0), òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåîäíî-
ðîäíàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå.
Åñëè æå îäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, òî ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à ëèáî íåðàçðåøèìà, ëèáî èìååò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå îäíîðîäíàÿ çàäà÷à
−y′′ = 0, y′(−1) = y′(1) = 0, î÷åâèäíî, èìååò ðåøåíèå y(x) = const.

2.Òàê æå, êàê â çàäà÷å Êîøè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ âè-
äà (4.2.1) ñ êóñî÷íî íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðàâîé ÷àñòüþ.
Òàêèå óðàâíåíèÿ åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Íà-
ïðèìåð, åñëè â çàäà÷å èç ï.4.1 ïðîâîäíèê ñîñòàâëåí èç íåñêîëüêèõ ìàòå-
ðèàëîâ ñ ðàçíûìè òåïëîïðîâîäíîñòÿìè, òî êîýôôèöèåíò λ áóäåò êóñî÷íî
íåïðåðûâíûì. Ïîñêîëüêó λ ·T ′ äîëæíà áûòü ïåðâîîáðàçíîé îò (−γ), ò.å.
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, ðåøåíèå T äîëæíî èìåòü êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ, ðàçðûâû êîòîðîé ñîãëàñîâàíû ñ ðàçðûâàìè λ. Àíàëîãè÷íî
ïîíèìàåòñÿ ðåøåíèå è â îáùåì ñëó÷àå. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà ïðè
ýòîì îñòàåòñÿ âåðíîé.

4.3. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ
Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

Lϕ = ν · ϕ; ϕ ∈ DL, (4.3.1)

ãäå ν � êîìïëåêñíîå ÷èñëî.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà çàäà÷à âñåãäà èìååò ðåøåíèå ϕ(x) ≡ 0.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè çàäà÷à (4.3.1) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå ϕ ∈ DL,

òî ÷èñëî ν íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì, à ôóíêöèÿ ϕ � ñîîòâåòñòâó-
þùåé (ýòîìó ÷èñëó) ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ("ñîáñòâåííûì âåêòîðîì")
îïåðàòîðà L.
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Çàäà÷à îá îòûñêàíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L íàçûâàåòñÿ
çàäà÷åé Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ20.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé y, z ∈ DL ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

〈Ly, z〉 = 〈y, Lz〉, (4.3.2)

ãäå 〈·, ·〉 � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà [α, β], îïðåäåëåííîå ðà-
âåíñòâîì (2.2.1).

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îáîèõ êîíöàõ ñåãìåíòà
[α, β] çàäàíî êðàåâîå óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà. Ðàñïèøåì ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå â ëåâîé ÷àñòè (4.3.2):

〈Ly, z〉 =

β∫

α

Ly · z =

β∫

α

(− (p · y′)′ + q · y) · z.

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

〈Ly, z〉 = −p(β) · y′(β) · z(β) + p(α) · y′(α) · z(α)+

+

β∫

α

(
p · y′ · z′ + q · y · z) .

Ïîñêîëüêó z óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, âíåèíòåãðàëüíûå
÷ëåíû îáðàùàþòñÿ â íóëü. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

〈Ly, z〉 =

β∫

α

(
p · y′ · z′ + q · y · z) . (4.3.3)

Ïðîäåëàâ òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (4.3.2) è âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî y òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì,
ìû âíîâü ïðèäåì ê (4.3.3).

Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ðàâåíñòâî (4.3.2) âåðíî è äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé
âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà.

20Æàê Øàðëü Ôðàíñóà ØÒÓÐÌ (J.C.F. Sturm, 1803-1855) � ôðàíöóçñêèé ìàòå-
ìàòèê, ÷ëåí Ïàðèæñêîé ÀÍ, èíîñòðàííûé ïî÷åòíûé ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ. Åãî
îñíîâíûå ðàáîòû ïîñâÿùåíû êðàåâûì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Æîçåô ËÈÓÂÈËËÜ (J. Liouville, 1809-1882) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí Ïà-

ðèæñêîé ÀÍ, èíîñòðàííûé ïî÷åòíûé ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ. Ðàáîòû ïî îáùåé òå-
îðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, òåîðèè ÷èñåë, ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Ïîñòðîèë òå-
îðèþ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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Ñâîéñòâî (4.3.2) îïåðàòîðà L àíàëîãè÷íî ñàìîñîïðÿæåííîñòè êâàä-
ðàòíîé ìàòðèöû. Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, âñÿêàÿ ýð-
ìèòîâà ìàòðèöà èìååò îðòîãîíàëüíûé ñîáñòâåííûé áàçèñ, à âñå åå ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà âåùåñòâåííû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàäà÷è (4.3.1)
ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. 1. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà L âåùåñòâåííû. Îíè
îáðàçóþò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
νk

)+∞
k=1.

Êàæäîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà (ñ òî÷íîñòüþ
äî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ) ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕk. Áîëåå òîãî, âñå ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü âûáðàíû âåùåñòâåííûìè.

2. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû íà
[α, β], ò.å. ïðè k 6= m

β∫

α

ϕk · ϕm = 0.

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
ϕk

)+∞
k=1 îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êóñî÷-

íî íåïðåðûâíûõ íà [α, β] ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (2.2.1).
Çàìå÷àíèå. Âìåñòî (4.3.1) ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó

Lϕ = ν · r · ϕ; ϕ ∈ DL, (4.3.4)

ãäå r � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [α, β] ôóíêöèÿ, èìåíóåìàÿ âåñîì.
Íåíóëåâûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.3.4) íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè
îïåðàòîðà L ñ âåñîì r.

Äëÿ çàäà÷è (4.3.4) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû. Âî âòîðîì è òðåòüåì óòâåðæäåíèÿõ ñëåäóåò çàìåíèòü îáû÷íîå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (2.2.1) íà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ âåñîì (2.2.3).

Òåîðåìà. Åñëè q(x) ≥ 0, x ∈ [α, β] (â ñëó÷àå, åñëè íà îáîèõ êîíöàõ
ñåãìåíòà [α, β] çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà, ñëåäóåò äîïîëíè-
òåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ q íå áûëà íóëåâîé), òî âñå ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà îïåðàòîðà L ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî íà îáî-
èõ êîíöàõ ñåãìåíòà çàäàíû óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà. Óìíîæèâ óðàâíåíèå
(4.3.1) ñêàëÿðíî íà ϕ, ïîëó÷èì

〈Lϕ, ϕ〉 = ν · ‖ϕ‖2.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ñ ó÷åòîì (4.3.3):
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β∫

α

(
p · |ϕ′|2 + q · |ϕ|2) = ν · ‖ϕ‖2.

Ïîñêîëüêó p(x) > 0 è q(x) ≥ 0, îáà ñëàãàåìûõ ïîä èíòåãðàëîì
íåîòðèöàòåëüíû. Áîëåå òîãî, åñëè p(x) · |ϕ′(x)|2 ≡ 0, òî ϕ′(x) ≡ 0, îò-
êóäà â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ϕ(α) = ϕ(β) = 0) ïîëó÷àåì ϕ(x) ≡ 0,
÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó âåñü èíòåãðàë ïîëîæèòåëåí, è ν > 0. ¥

Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ äðóãèõ êðàåâûõ óñëîâèé.
Çàìå÷àíèÿ. 1. Â óñëîâèÿõ ïîñëåäíåé òåîðåìû îäíîðîäíàÿ çàäà÷à

(4.2.4) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå èç ï.4.2, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (4.2.4) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì
ñâîáîäíîì ÷ëåíå.

2. Òåîðåìà áåç èçìåíåíèé äîêàçûâàåòñÿ äëÿ çàäà÷è ñ âåñîì (4.3.4).

4.4. Ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è.
I. Ìåòîä Ôóðüå

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è â ôîðìå ðÿäà Ôóðüå ïî áàçè-
ñó, ñîñòîÿùåìó èç âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷èØòóðìà�
Ëèóâèëëÿ (4.3.1):

y =
+∞∑

k=1

ŷk · ϕk. (4.4.1)

Ïîäñòàâèâ (4.4.1) â (4.2.4), ïîëó÷èì òîæäåñòâî

L
(+∞∑

k=1

ŷk · ϕk

)
= f.

Óìíîæàÿ ýòî òîæäåñòâî ñêàëÿðíî íà âñå áàçèñíûå ôóíêöèè ϕm, ïî-
ëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

〈
L

(+∞∑

k=1

ŷk · ϕk

)
, ϕm

〉
= 〈f, ϕm〉, m ∈ N .

Ïðèìåíèì òîæäåñòâî (4.3.2) è ó÷òåì, ÷òî Lϕm = νm · ϕm. Ïîëó÷èì
+∞∑

k=1

〈ŷk · ϕk, νm · ϕm〉 = 〈f, ϕm〉.
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Â ñèëó ïîïàðíîé îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â ëåâîé
÷àñòè îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå � áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
îêàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé:

νmŷm · ‖ϕm‖2 = 〈f, ϕm〉, m ∈ N .

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå νk îòëè÷íû îò íóëÿ (âñïîìíèòå òåîðåìó
èç ï.4.2!), òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è èìååò âèä

y =
+∞∑

k=1

f̂k

νk
· ϕk, (4.4.2)

ãäå

f̂k =
〈f, ϕk〉
‖ϕk‖2 =

( β∫

α

f · ϕk

)/( β∫

α

|ϕk|2
)
. (4.4.3)

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè èçâåñòíû ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L ñ âåñîì r, òî êîýôôèöèåíòû f̂k â (4.4.2) âû-
÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

f̂k =
( β∫

α

f · ϕk

)/( β∫

α

r · |ϕk|2
)
.

Ïðèìåðû. 1. y′′ + y = −exp(2x), y(1) = y(2) = 0.
Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäó (4.2.1):

−y′′ − y = exp(2x).

Çäåñü α = 1, β = 2, p(x) ≡ 1, q(x) ≡ −1, f(x) = exp(2x).
Çàäà÷àØòóðìà�Ëèóâèëëÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîá-

ñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà, èìååò âèä
−ϕ′′ − ϕ = ν · ϕ, ϕ(1) = ϕ(2) = 0.

Ïåðåïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè òàê:
−ϕ′′ = µ · ϕ, µ = ν + 1.

Èç òåîðåìû, äîêàçàííîé â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ñëåäóåò, ÷òî
µ > 0. Óáåäèòåñü (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà), ÷òî
äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ϕ(x) = Acos(γx) + B
sin(γx)

γ
, γ =

√
µ.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî â êðàåâûå óñëîâèÿ,
ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ A è B:





cos(γ) · A +
sin(γ)

γ ·B = 0

cos(2γ) · A +
sin(2γ)

γ ·B = 0.
(4.4.4)

Íåíóëåâîå ðåøåíèå ýòà ñèñòåìà èìååò, åñëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, γ äîëæíî áûòü êîðíåì óðàâíåíèÿ sin(γ)

γ = 0, ò.å.

γk = kπ
(
νk = k2π2 − 1

)
, k ∈ N .

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå γk â (4.4.4), âûáåðåì êàêîå-íèáóäü íåíóëåâîå
ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, íàïðèìåð,

Ak = −sin(γk) = 0, Bk = γkcos(γk) = (−1)k · kπ.

Òîãäà

ϕk(x) = sin(kπ(x−1)); ‖ϕk‖2 = 〈ϕk, ϕk〉 =

2∫

1

sin2(kπ(x−1)) dx =
1

2
.

Âû÷èñëèâ êîýôôèöèåíòû â (4.4.3):

f̂k =
〈f, ϕk〉
‖ϕk‖2 = 2 ·

2∫

1

exp(2x) · sin(kπ(x− 1)) dx = 2
(−1)ke2(e2 − 1)

k2π2 + 4
,

íàéäåì ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ïî ôîðìóëå (4.4.2):

y(x) = 2e2(e2 − 1)
+∞∑

k=1

(−1)k

(k2π2 − 1)(k2π2 + 4)
· sin(kπ(x− 1)).

Ãðàôèê ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.4.3.
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2. y′′ + 1
x · y′ + y = 1, y(1) = y(2) = 0.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäó (4.2.1):
−(x · y′)′ − x · y = −x.

Çäåñü α = 1, β = 2, p(x) = x, q(x) = −x, f(x) = −x.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ î ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ

îïåðàòîðà Ly ≡ −(x · y′)′ − x · y ñ âåñîì x:
−(x · ϕ′)′ − x · ϕ = ν · x · ϕ, ϕ(1) = ϕ(2) = 0.

Ïåðåïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè òàê:
−(x · ϕ′)′ = (ν + 1) · x · ϕ.

Èçâåñòíî (Ñì., íàïðèìåð, Ñïðàâî÷íèê ïî ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì.
Ïîä ðåä. Ì. Àáðàìîâèöà è È. Ñòèãàí. � Ì.: Íàóêà, 1979), ÷òî äâóìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ϕ(x) = AJ0(γx) + BY0(γx), γ =
√

ν + 1,

ãäå J0, Y0 � ôóíêöèè Áåññåëÿ (öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè) íóëåâîãî ïî-
ðÿäêà, ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî.

Êðàåâûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà:
îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé{

ϕ(1) = J0(γ) · A + Y0(γ) ·B = 0
ϕ(2) = J0(2γ) · A + Y0(2γ) ·B = 0

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå íóëþ îïðåäåëèòå-
ëÿ åå ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ J0(γ) ·Y0(2γ)−J0(2γ) ·Y0(γ) = 0. Íà ðèñ.4.4
ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò ãðàôèêà ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ, à â òàáëèöå
� çíà÷åíèÿ ïåðâûõ øåñòè åãî êîðíåé.

0

γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6

Ðèñ.4.4
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k γk

1 3.123030920E+00
2 6.273435714E+00
3 9.418207542E+00
4 1.256142319E+01
5 1.570399789E+01
6 1.884624804E+01

Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òàêîãî òèïà ðåàëèçîâàí â
âèäå Ôîðòðàí-ïðîãðàììû, âîçâðàùàþùåé çàäàííîå êîëè÷åñòâî êîðíåé.

Â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ Ak è Bk ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ÷èñëà
Ak = Y0(γk), Bk = −J0(γk). Èòàê,

ϕk(x) = Y0(γk) · J0(γkx)− J0(γk) · Y0(γkx).

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

f̂k =

2∫

1

(
Y0(γk) · J0(γkx)− J0(γk) · Y0(γkx)

) · (−x) dx

2∫

1

(
Y0(γk) · J0(γkx)− J0(γk) · Y0(γkx)

)2 · x dx

ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ äâóõ èíòåãðàëîâ. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñðåäû êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ MAPLE: èíòåãðàë â
çíàìåíàòåëå ðàâåí

x2

2

((
Y0(γk) · J0(γkx)− J0(γk) · Y0(γkx)

)2
+

+
(
Y0(γk) · J1(γkx) − J0(γk) · Y1(γkx)

)2
)∣∣∣

2

1
,

èíòåãðàë â ÷èñëèòåëå �
1

γk
(J0(γk) · Y1(γkx)− Y0(γk) · J1(γkx))

∣∣∣
2

1
.

Çäåñü J1, Y1 � ôóíêöèè Áåññåëÿ (öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè) ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è èìååò âèä

y(x) =
+∞∑

k=1

f̂k

γ2
k − 1

· (Y0(γk) · J0(γkx)− J0(γk) · Y0(γkx)
)
.

Åãî ãðàôèê ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.4.5.
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Ðèñ.4.5
Çàìå÷àíèå. Êàê ÷àñòî áûâàåò, ïðîñòîé íà ïåðâûé âçãëÿä àëãîðèòì

ïðèâîäèò ïðè ïîïûòêå èì âîñïîëüçîâàòüñÿ ê âåñüìà ñëîæíîé àíàëèòè÷å-
ñêîé çàäà÷å � íóæíî ïîñòðîèòü áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ëèíåéíî-
ãî îïåðàòîðà. Â ïåðâîì íàøåì ïðèìåðå ýòî áûëî íåñëîæíî ñäåëàòü, òàê
êàê çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ê ðåøåíèþ "øêîëüíîãî" òðàíñöåí-
äåíòíîãî óðàâíåíèÿ sin(γ)

γ = 0.
Îäíàêî óæå âî âòîðîì ïðèìåðå ïðèøëîñü îáðàòèòüñÿ ê ñïðàâî÷íèêó,

ê ñðåäå êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ è ê Ôîðòðàí-ïðîãðàììå! Âåäü ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè ïîòîìó è íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè, ÷òî îïðåäåëÿþòñÿ
îïåðàòîðîì. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî âíîâü âñòðåòèâøåãîñÿ ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü íîâóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ, ò.å.
íàéòè ðåøåíèÿ íîâîé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.

Ìàòåìàòèêè äîêîìïüþòåðíîé ýïîõè ïðîäåëàëè ãèãàíòñêóþ ðàáîòó:
ïîñòðîåíû, èçó÷åíû è òàáóëèðîâàíû ìíîãî÷èñëåííûå ôóíêöèè, íîñÿùèå
ãîðäîå íàçâàíèå "ñïåöèàëüíûõ". Òàêîâû ôóíêöèè Áåññåëÿ (öèëèíäðè÷å-
ñêèå), ôóíêöèè Ëåæàíäðà (øàðîâûå), ôóíêöèè ßêîáè (ýëëèïòè÷åñêèå)...
Ñì., íàïðèìåð, "Ñïðàâî÷íèê ïî ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì".

Â íàøå âðåìÿ íåò íåîáõîäèìîñòè îáðàùàòüñÿ ê òàáëèöàì (à ÷àñòî
äàæå è ê ñïðàâî÷íèêàì), òàê êàê áèáëèîòåêè Ôîðòðàíà ðàñïîëàãàþò
ñòàíäàðòíûìè ïðîãðàììàìè âû÷èñëåíèÿ âñåõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïåöè-
àëüíûõ ôóíêöèé, à òàêèå ñðåäû êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ, êàê MAPLE è
MATHEMATICA, íå òîëüêî âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ñ ïðî-
èçâîëüíî çàäàííûì êîëè÷åñòâîì çíà÷àùèõ öèôð, íî è âûïîëíÿþò íàä
íèìè àíàëèòè÷åñêèå îïåðàöèè.

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è âñåãäà ñòîèò íà÷àòü ñ èçó÷åíèÿ ñïðàâî÷íè-
êîâ, è åñëè Âàøà çàäà÷à � âàðèàíò óæå ðåøåííîé, òî óñïåõ îáåñïå÷åí.
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À âîò åñëè íàøè âåëèêèå ïðåäøåñòâåííèêè íå ñóìåëè ïîñòðîèòü ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè èíòåðåñóþùåãî íàñ îïåðàòîðà, òî ýòî è Âàì âðÿä ëè
óäàñòñÿ. Ïîýòîìó â ñëåäóþùåì ïóíêòå áóäóò êîíñïåêòèâíî èçëîæåíû
îñíîâû ñîâðåìåííîé òåõíîëîãèè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷.

4.5. Ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è.
II. Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îáîèõ êîíöàõ ñåãìåíòà [α, β] çàäàíû êðàåâûå
óñëîâèÿ òðåòüåãî ðîäà. Óìíîæèâ ñêàëÿðíî óðàâíåíèå (4.2.1) íà ïðîèç-
âîëüíóþ êóñî÷íî ãëàäêóþ, íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ φ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

β∫

α

(−(p · y′)′ + q · y) · φ =

β∫

α

f · φ. (4.5.1)

Ïðåîáðàçóåì (4.5.1), ïðèìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì (ñ ó÷åòîì
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé):

β∫

α

(−(p · y′)′ + q · y) · φ = −(py′)φ
∣∣β
α

+

β∫

α

(
p · y′ · φ′ + q · y · φ)

=

= p(α)µαy(α)φ(α)+p(β)µβy(β)φ(β)+

β∫

α

(
p·y′·φ′+q·y·φ)

=

β∫

α

f ·φ. (4.5.2)

Îáùàÿ èäåÿ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è èùóò â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé {φk}, k =
1, . . . , N , ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íàõîäÿò èç
ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â (4.5.2) φ = φn,
n = 1, . . . , N .

Åñëè â êà÷åñòâå {φk} âçÿòü ïåðâûå N ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è
(4.3.1), òî, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî êàæ-
äîå èç óðàâíåíèé (4.5.2) áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî îäèí íåèçâåñòíûé êî-
ýôôèöèåíò èñêîìîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè; ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû
ñîâïàäàþò ñ ïåðâûìè N êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè y, ò.å. ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå � ïðîñòî ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå
òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî, êàê óæå óêàçûâàëîñü, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
èçâåñòíû ëèøü äëÿ ñ÷èòàííîãî ÷èñëà çàäà÷.
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Ïîýòîìó çàìàí÷èâîé âûãëÿäèò èäåÿ èñïîëüçîâàòü âî âñåõ êðàå-
âûõ çàäà÷àõ êàêèå-íèáóäü íåñëîæíûå ñòàíäàðòíûå íàáîðû. Íàïðèìåð,
âçÿòü â êà÷åñòâå òàêîãî íàáîðà ïåðâûå N ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

φk(x) = Akcos(γkx) + Bk
sin(γkx)

γk
, k ∈ N .

Òåîðåòè÷åñêè ýòî âîçìîæíî: çà ñ÷åò âûáîðà ïàðàìåòðà γk è êîýô-
ôèöèåíòîâ Ak è Bk ìîæíî àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 1 ï.4.4 óäîâëåòâîðèòü
êðàåâûì óñëîâèÿì è çàòåì ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.5.2). Ê ñîæàëå-
íèþ, ïîëó÷àþùàÿñÿ ñèñòåìà áóäåò â îáùåì ñëó÷àå èìåòü çàïîëíåííóþ
ìàòðèöó, ò.å. êàæäîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò âñå èñêîìûå êîýôôèöèåíòû.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî α = 0, β = 1.
Çàäàäèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî N è ïîñòðîèì íà [0, 1] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó

xn = nh; n = 0, . . . N + 1; h =
1

N + 1
. (4.5.3)

Ïîñòðîèì ôóíêöèè (èõ èìåíóþò "ïàëàòêàìè ñì. ðèñ.4.6)

Π0(x) =

{
1− x

h
ïðè 0 ≤ x ≤ h

0 ïðè x > h;

Πn(x) =





0 ïðè x < (n− 1) · h
x
h
− (n− 1) ïðè (n− 1) · h ≤ x ≤ n · h

(n + 1)− x
h

ïðè n · h ≤ x ≤ (n + 1) · h
0 ïðè x > (n + 1) · h

, n = 1, . . . , N ;

ΠN+1(x) =

{
0 ïðè x < N · h

x
h
−N ïðè N · h ≤ x ≤ (N + 1) · h.

b b b b b b b

A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A¢

¢
¢
¢
¢
¢

¢
¢
¢
¢
¢
¢

0 h (n− 1)h nh (n + 1)h Nh (N + 1)h = 1

Ðèñ.4.6. Ãðàôèêè ôóíêöèé-"ïàëàòîê"

Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íàøåé êðàåâîé çàäà÷è â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ "ïàëàòîê ò.å. â âèäå íåïðåðûâíîãî ñïëàéíà
âòîðîãî ïîðÿäêà íà ñåòêå (4.5.3):
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ỹ(x) =
N+1∑

k=0

ck · Πk(x). (4.5.4)

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ "ïàëàòîê" Πk(xn) = δnk, è ïîòîìó
ck = ỹ(xk).

Ïîäñòàâëÿÿ (4.5.4) â (4.5.2) è ïîëàãàÿ φ = Πn, ïîëó÷èì
N+1∑

k=0

ank · ck = bn, n = 0, . . . , N + 1, (4.5.5)

ãäå

ank =

1∫

0

(
p · Π′

n · Π′
k + q · Πn · Πk

)
, n, k = 1, . . . , N ; (4.5.6)

a0k = ak0 = p(0)µ0 · δ0k +

1∫

0

(
p · Π′

0 · Π′
k + q · Π0 · Πk

)
; (4.5.7)

aN+1,k = ak,N+1 = p(1)µ1 ·δN+1,k +

1∫

0

(
p ·Π′

N+1 ·Π′
k +q ·ΠN+1 ·Πk

)
; (4.5.8)

bn =

1∫

0

f · Πn, n = 0, . . . , N + 1. (4.5.9)

Î÷åâèäíî, (N +2)× (N +2)-ìàòðèöà A ýðìèòîâà. Äàëåå, ïî ïîñòðîåíèþ
N+1∑

k,n=0

ankckcn = 〈Lỹ, ỹ〉. (4.5.10)

Åñëè q � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî àíàëîãè÷íî òåîðåìå â êîíöå
ï.4.3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4.5.10) ïîëîæèòåëüíà, åñëè òîëüêî
c 6= θ. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå A � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ìàòðèöà. Ïîýòîìó ñèñòåìà (4.5.5) ïðè êàæäîì N èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Îäíàêî ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ äðóãèõ íàáîðîâ {φk}. Îñíîâíîå äî-
ñòîèíñòâî "ïàëàòîê" ñîñòîèò â äðóãîì: ïðè |n − k| > 1 ïðîìåæóòêè,
íà êîòîðûõ îíè îòëè÷íû îò íóëÿ, íå ïåðåñåêàþòñÿ, è èç (4.5.6) � (4.5.8)
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î÷åâèäíî, ÷òî ank = 0. Ìàòðèöà A ñèñòåìû (4.5.5) îêàçûâàåòñÿ òðåõ-
äèàãîíàëüíîé! Ñî÷åòàíèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè è òðåõäèàãî-
íàëüíîñòè îáåñïå÷èëî âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ áûñòðûõ è ýôôåêòèâíûõ
ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà. Ïóñòü p � êóñî÷íî ãëàäêàÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1] ôóíêöèÿ,

q, f êóñî÷íî íåïðåðûâíû íà [0, 1], ïðè÷åì q ≥ 0. Åñëè y � òî÷íîå ðåøå-
íèå êðàåâîé çàäà÷è, à ỹ � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé
(4.5.4), òî äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] âûïîëíåíà îöåíêà

|ỹ(x)− y(x)| ≤ C · h, (4.5.11)

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 0, 1, . . . , N + 1 |ck − y(xk)| ≤ C · h.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïðèáëèæåííîãî âû÷è-
ñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â ôîðìóëàõ (4.5.6) � (4.5.9) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ôóíêöèè p, q, f àïïðîêñèìèðóþòñÿ íåïðåðûâíûìè ñïëàéíàìè âòîðîãî
ïîðÿäêà íà ñåòêå (4.5.3), ïîñëå ÷åãî èíòåãðàëû ëåãêî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèé â óçëàõ ñåòêè. Ñóùåñòâåí-
íî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñòàíäàðòíû è ìîãóò áûòü
âû÷èñëåíû çàðàíåå.

2. Â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ êîíñòàíòà C â îöåíêå (4.5.11) îáû÷-
íî íåèçâåñòíà. Ïîýòîìó ñòàíäàðòíûå ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
êðàåâûõ çàäà÷ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå êîñâåííûå ìåòîäû êîíòðîëÿ òî÷-
íîñòè. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá, êàê è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè, ñîñòîèò â
ïîñëåäîâàòåëüíîì äðîáëåíèè øàãà h: âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íå ñòàíåò ìåíüøå
íàïåðåä çàäàííîãî ε. Ïîâòîðèì, ÷òî êîñâåííûå ìåòîäû, óäîáíûå â ñèëó
ñâîåé ïðîñòîòû, íå äàþò ïîëíîé ãàðàíòèè äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòà.

3. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî íè îäíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íå
èìååò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíàêî òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà ñåòêå ïðè èçìåëü÷åíèè øàãà ñõîäÿòñÿ ê çíà-
÷åíèÿì òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà òîé æå ñåòêå, à áîëüøå íè÷åãî íà ïðàêòèêå
è íå òðåáóåòñÿ!

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà óðàâíåíèÿ (4.2.1) íà "èíòåãðàëüíîå òîæäå-
ñòâî" (4.5.2) äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ íåäîñòàòî÷íî ãëàäêèå, çàòî ïðîñòûå è óäîáíûå ôóíê-
öèè Πk.
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4. Åñëè â èñõîäíîé çàäà÷å íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà áûëè çàäàíû óñëî-
âèÿ âòîðîãî ðîäà, âñå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñîõðàíÿþòñÿ, ñëåäóåò ëèøü
ïîëîæèòü µ0 = µ1 = 0 è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ q íå áûëà íóëåâîé
(ñì. òåîðåìó â êîíöå ï.4.3).

Åñëè æå íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà çàäàíû óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà, òî
â (4.5.1) ñëåäóåò áðàòü φ òàêæå ðàâíûìè íóëþ íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå

ỹ(x) =
N∑

k=1

ck · Πk(x). (4.5.4′)

Ïîðÿäîê ñèñòåìû (4.5.5) îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íå N+2, à N ; êîýôôè-
öèåíòû ñèñòåìû çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (4.5.6). Òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé è
â ýòîì ñëó÷àå.
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Ãëàâà 5. ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÅ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÅ
ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È

5.1. Îäíà ñîäåðæàòåëüíàÿ çàäà÷à
Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé òåïëîâîé ðåæèì â òîëñòîì ïðîâîäíèêå

ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, áåñêîíå÷íîì âäîëü îñè Oz. Äîïóñòèì,
÷òî òåïëî âûäåëÿåòñÿ òîêîì ðàâíîìåðíî ïî äëèíå ïðîâîäíèêà. Òîãäà ïå-
ðåäà÷è òåïëà âäîëü îñè Oz íå áóäåò, è òåìïåðàòóðà áóäåò çàâèñåòü îò äâóõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Âûäåëèì ñëîé ïðîâîäíèêà òîëùèíû ∆z,
çàêëþ÷åííûé ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñè Oz, è
ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé ýëåìåíò ýòîãî ñëîÿ ñ öåíòðîì â òî÷êå (x, y),
à òàêæå ÷åòûðå "ñîñåäíèõ" ñ íèì ýëåìåíòà (ðèñ.5.1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà â ïðåäåëàõ êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ.

u uu

u

u

∆x

∆y

Ðèñ.5.1. Ê âûâîäó óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà

Ïðèðàùåíèå êîëè÷åñòâà òåïëà â âûäåëåííîì íà ðèñ.5.1 ýëåìåíòå
ïðîâîäíèêà çà âðåìÿ ∆t åñòü ñóììà ïÿòè ñëàãàåìûõ:

1. Òåïëî, âûäåëåííîå òîêîì, êîòîðîå ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ïðîïîð-
öèîíàëüíî âðåìåíè è îáúåìó ýëåìåíòà:

∆Q1 = γ ·∆t ·∆x ·∆y ·∆z.

2. Òåïëî, ïîñòóïèâøåå èç ïðàâîãî ñîñåäíåãî ýëåìåíòà, êîòîðîå ïðî-
ïîðöèîíàëüíî âðåìåíè, ïëîùàäè ãðàíèöû ìåæäó ýëåìåíòàìè, ðàçíîñòè
òåìïåðàòóð â öåíòðàõ ýëåìåíòîâ è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ
ìåæäó ýòèìè öåíòðàìè (λ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà
ïðîâîäíèêà):

∆Q2 = λ ·∆t ·∆y ·∆z · T (x + ∆x, y)− T (x, y)

∆x
.

3. Òåïëî, ïîñòóïèâøåå èç ëåâîãî ñîñåäíåãî ýëåìåíòà:

∆Q3 = λ ·∆t ·∆y ·∆z · T (x−∆x, y)− T (x, y)

∆x
.
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4. Òåïëî, ïîñòóïèâøåå èç âåðõíåãî ñîñåäíåãî ýëåìåíòà:

∆Q4 = λ ·∆t ·∆x ·∆z · T (x, y + ∆y)− T (x, y)

∆y
.

5. Òåïëî, ïîñòóïèâøåå èç íèæíåãî ñîñåäíåãî ýëåìåíòà:

∆Q5 = λ ·∆t ·∆x ·∆z · T (x, y −∆y)− T (x, y)

∆y
.

Çàïèøåì óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà:
5∑

j=0

∆Qj = 0.

Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ïîëó÷àþùèåñÿ ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ. Îòìå-
òèì ëèøü, ÷òî, àíàëîãè÷íî çàäà÷å èç ï.4.1, ñîêðàùàÿ ýòè óðàâíåíèÿ íà
∆t∆x∆y∆z è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó (∆ x = ∆ y = 0), ïîëó÷èì (â ïðåäïîëî-
æåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè T ) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Dx (λ ·DxT ) + Dy (λ ·DyT ) + γ = 0. (5.1.1)

Äîáàâëÿÿ ê óðàâíåíèþ (5.1.1) ãðàíè÷íîå óñëîâèå (çàäàâàÿ íà ãðàíèöå
ïðîâîäíèêà ëèáî òåìïåðàòóðó, ëèáî òåïëîâîé ïîòîê, ëèáî, íàêîíåö, èõ
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ), ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

5.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Óðàâíåíèå (5.1.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ

Lu ≡ −div(λ · ∇u) = f, (5.2.1)

âîçíèêàþùåãî ïðè îïèñàíèè ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ (íàïîìíèì, ÷òî
ýòî óðàâíåíèå óæå âñòðå÷àëîñü â ï.1.7).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (5.2.1) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
Ω ⊂ Rn ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé (â ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî n = 2 èëè
n = 3).

Â (5.2.1) λ � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ â Ω, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
âïëîòü äî ãðàíèöû è óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

λ(x) ≥ λ0 > 0, x ∈ Ω;

f � êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ â Ω ôóíêöèÿ.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè λ = const, óðàâíåíèå (5.2.1) ïðèíèìàåò âèä
−4 u = f

/
λ

è, êàê óæå óêàçûâàëîñü, èìåíóåòñÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà. Îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå Ïóàññîíà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà.

Íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω, àíàëîãè÷íî êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îáûêíîâåí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îáû÷íî çàäàåòñÿ êðàåâîå óñëîâèå
îäíîãî èç òðåõ òèïîâ:

1) ïåðâîãî ðîäà (óñëîâèå Äèðèõëå)

u
∣∣∣
∂Ω

= φ1

(ôèêñèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè);
2) âòîðîãî ðîäà (óñëîâèå Íåéìàíà21)

λ ·Dnu
∣∣∣
∂Ω

= φ2

(ôèêñèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé èñêîìîé ôóíêöèè íà
ãðàíèöå îáëàñòè);

3) èëè òðåòüåãî ðîäà

(λ ·Dnu + α · u)
∣∣∣
∂Ω

= φ3

(ôèçè÷åñêèé ñìûñë âñåõ ýòèõ óñëîâèé äëÿ çàäà÷è î òåïëîâîì ðåæèìå
îïèñàí â ï.4.2). Âîçìîæíà òàêæå ñèòóàöèÿ, êîãäà íà ÷àñòè ãðàíèöû Ω
çàäàåòñÿ, ê ïðèìåðó, óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà, à íà îñòàëüíîé ÷àñòè ∂Ω �
óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà, è ò. ï.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ï.4.2, ìîæíî ñ ïîìîùüþ çàìåíû íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè äîáèòüñÿ, ÷òîáû êðàåâûå óñëîâèÿ áûëè îäíîðîäíûìè.

5.3. Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 � îáëàñòü ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé

∂Ω. Îáîçíà÷èì DL ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ çàäàííûõ íà Ω ôóíê-
öèé, èìåþùèõ êóñî÷íî íåïðåðûâíûå âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è óäî-
âëåòâîðÿþùèõ íà ∂Ω çàäàííûì îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèÿì. Òîãäà
êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (5.2.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Lu = f, u ∈ DL. (5.3.1)

21Êàðë Ãîòôðèä ÍÅÉÌÀÍ (K.G. Neumann, 1832-1925) � íåìåöêèé ôèçèê è ìàòå-
ìàòèê.
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Ðåøåíèå çàäà÷è (5.3.1) ìåòîäîì Ôóðüå, òàê æå, êàê â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå (ï.4.4), âîçìîæíî, åñëè èçâåñòíû âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L � íåòðèâèàëüíûå ðå-
øåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

Lϕ = ν · ϕ, ϕ ∈ DL. (5.3.2)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóþò
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è (5.3.2), îáðàçóþùèå îðòîãîíàëüíûé áàçèñ
â ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ íà Ω ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì

〈ϕ, ψ〉 =

∫

Ω

ϕ · ψ.

Îäíàêî ñëó÷àè, êîãäà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìîæíî âûïèñàòü "â ÿâíîì
âèäå î÷åíü ðåäêè. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà. Â îáîèõ λ ≡ 1, ò.å. óðàâíåíèå
äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èìååò âèä

−4 ϕ = ν · ϕ. (5.3.3)

Ïðèìåðû. 1. Ω =]0, a1[×]0, a2[×]0, a3[⊂ R3 � ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàë-
ëåëåïèïåä.

Åñëè íà ∂Ω çàäàíî óñëîâèå Äèðèõëå, òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò
âèä

ϕjkm = sin
(jπx1

a1

)
· sin

(kπx2

a2

)
· sin

(mπx3

a3

)
, j, k,m ∈ N .

Ïðîâåðüòå, ÷òî ϕjkm äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé çà-
äà÷è (5.3.2), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó

νjkm = π2 ·
( j2

a2
1

+
k2

a2
2

+
m2

a2
3

)
. (5.3.4)

Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå êðàåâîãî óñëîâèÿ Íåéìàíà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
èìåþò âèä

ϕjkm = cos
(jπx1

a1

)
· cos

(kπx2

a2

)
· cos

(mπx3

a3

)
, j, k, m ∈ N ∪ {0},

à ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêæå çàäàþòñÿ ôîðìóëîé (5.3.4).

2. Ω = {x ∈ R2
∣∣∣ x2

1 + x2
2 < R2} � êðóã.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â åñòåñòâåííîé äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîëÿðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò (ρ, ϑ) óðàâíåíèå (5.3.3) çàïèñûâàåòñÿ òàê:
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−Dρ(ρ ·Dρϕ)− 1

ρ
·D2

ϑϑϕ = ν · ρ · ϕ.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è ñ óñëîâèåì Äèðèõëå ϕ
∣∣
ρ=R

= 0 èìåþò âèä

ϕkm = J|k|
(
µ(k)

m

ρ

R

)
· exp(ikϑ), k ∈ Z,m ∈ N .

Çäåñü J|k| � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ (öèëèíäðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ) ïåðâîãî ðîäà
ïîðÿäêà |k|, µ

(k)
m � åå m-é ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü22. Ôóíêöèÿ ϕkm ñîîò-

âåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó νkm =
(
µ

(k)
m /R

)2.
Äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì âûêëàäîê ï.4.4 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè èç-

âåñòíû ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è (5.3.2), òî ðå-
øåíèå çàäà÷è (5.3.1) èìååò âèä (âñå ôîðìóëû äàíû äëÿ n = 3)

u =
∑

j,k,m

fjkm

νjkm
· ϕjkm, (5.3.5)

ãäå
fjkm =

〈f, ϕjkm〉
‖ϕjkm‖2 =

(∫

Ω

f · ϕjkm

)/(∫

Ω

|ϕjkm|2
)
.

Ñóììèðîâàíèå â (5.3.5) âåäåòñÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì èíäåêñîâ.
Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ, ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà (5.3.5) äàåò

íàèëó÷øåå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
(5.3.1) ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé çàäàííîãî íàáîðà ôóíêöèé ϕjkm.

Çàìå÷àíèå. Âíîâü íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è
(5.3.2) ìîæíî âûïèñàòü ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Áîëåå òîãî,
äàæå â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ÷àñòî ïðîùå èñïîëü-
çîâàòü ìåòîä, ðàññìîòðåííûé â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

5.4. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
Â ýòîì ïóíêòå ìû êðàòêî ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ ïðîåêöèîííîãî

ìåòîäà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (5.2.1). Ìû îãðàíè÷èìñÿ
ñëó÷àåì, êîãäà íà âñåé ãðàíèöå îáëàñòè Ω çàäàíî îäíîðîäíîå óñëîâèå
Äèðèõëå. Óìíîæèâ ñêàëÿðíî óðàâíåíèå (5.2.1) íà ïðîèçâîëüíóþ âåùå-
ñòâåííóþ êóñî÷íî ãëàäêóþ, íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ φ, ðàâíóþ íóëþ íà
∂Ω, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

22Êàê óæå óêàçûâàëîñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ñóùåñòâóþò ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ
ýòèõ êîðíåé; ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ A.Nowak, R.Bialecki, K.Kurpisz: Int. Journ. for
Numer. Meth. in Engin., V.24 (1987), 419-445.
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∫

Ω

−div(λ · ∇u) · φ =

∫

Ω

f · φ. (5.4.1)

Ïðåîáðàçóåì (5.4.1) ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (ï.1.5):
∫

Ω

−div(λ · ∇u) · φ = −
n∑

k=1

∫

Ω

Dk(λ ·Dku) · φ =

=
n∑

k=1

∫

Ω

λ ·Dku ·Dkφ =

∫

Ω

λ〈∇u,∇φ〉 =

∫

Ω

f · φ. (5.4.2)

Àíàëîãè÷íî ï.4.5, áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çà-
äà÷è â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîíå÷íîãî íàáîðà ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ ôóíêöèé {φk}, k = 1, . . . , N, ðàâíûõ íóëþ íà ∂Ω. Êîýôôèöèåíòû
ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íàõîäÿò èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êî-
òîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â (5.4.2) φ = φm, m = 1, . . . , N . Ýëåìåí-
òû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

amk =

∫

Ω

λ〈∇φm,∇φk〉, m, k = 1, . . . , N, (5.4.3)

à ñâîáîäíûå ÷ëåíû � ôîðìóëîé

bm =

∫

Ω

f · φm, m = 1, . . . , N. (5.4.4)

Òàê æå, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà êîýô-
ôèöèåíòîâ A � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ (è ïîòîìó ñèñòåìà ðàçðåøè-
ìà ïðè ëþáîì N).

Áàçèñíûå ôóíêöèè åñòåñòâåííî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû áîëüøèíñòâî
ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû ðàâíÿëèñü íóëþ. Äëÿ ýòîãî îáû÷íî îáëàñòü Ω
ðàçáèâàþò íà ÷àñòè ïðîñòîé ôîðìû (èõ íàçûâàþò "êîíå÷íûìè ýëåìåí-
òàìè"), à â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþò ñïëàéíû, êàæäûé
èç êîòîðûõ îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî íà íåñêîëüêèõ "êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òàõ". Òàêàÿ ðàçíîâèäíîñòü ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Â ëèòåðàòóðå êîíå÷íûìè ýëåìåíòà-
ìè íàçûâàþò íå òîëüêî ÷àñòè, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ îáëàñòü ("òðå-
óãîëüíûå ýëåìåíòû "ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû" è ò. ï.), íî è ïîðöèè
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ñïëàéíîâ, ïðèìåíÿåìûå â ìåòîäå ("ëèíåéíûå ýëåìåíòû "êâàäðàòè÷íûå
ýëåìåíòû" è ò. ï.).

Çàìå÷àíèå. Èäåÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áûëà âïåðâûå ïðåäëî-
æåíà Ð.Êóðàíòîì23.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà Ω � ïðÿìîóãîëüíèê ]0, a[×]0, b[, åñòåñò-
âåííî ñòðîèòü áàçèñíûå ôóíêöèè â âèäå ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé îäíî-
ìåðíûõ "ïàëàòîê" (ï.4.5)

Πij(x, y) = Πi(x) · Πj(y)

(ïåðåä ïîäñòàíîâêîé â (5.4.2) Πij ñëåäóåò ïåðåíóìåðîâàòü äëÿ ïðåâðàùå-
íèÿ äâóìåðíîãî ìàññèâà â îäíîìåðíûé).

Òàêàÿ ôóíêöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî íà ïðÿìîóãîëüíèêå
]xi−1, xi+1[×]yj−1, yj+1[ (ðèñ.5.2). Ïîýòîìó ïðè ôèêñèðîâàííûõ i è j îò-
ëè÷íû îò íóëÿ áóäóò òîëüêî äåâÿòü èíòåãðàëîâ

∫

Ω

λ〈∇Πij,∇Πκµ〉; κ = i− 1, i, i + 1; µ = j − 1, j, j + 1,

äëÿ êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìîóãîëüíèêè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A áóäåò èìåòü íå áîëåå äåâÿòè íåíóëå-
âûõ ýëåìåíòîâ.

e

e

e

e

e

e

e

e

x

yj−1

yj

yj+1

xi−1 xi xi+1

Ðèñ.5.2

Íåñêîëüêî áîëåå ýêîíîìè÷íîé, à òàêæå ïðèìåíèìîé ê ñëó÷àþ
ïëîñêîé îáëàñòè Ω äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà îêàçûâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñõåìà, â êîòîðîé êîíå÷íûå ýëåìåíòû � òðåóãîëüíèêè24 (òàêîå ðàçáèåíèå

23Ðèõàðä ÊÓÐÀÍÒ (R. Courant, 1888-1972) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, èíîñòðàííûé
÷ëåí ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñ 1933 ãîäà ðàáîòàë â ÑØÀ. Åãî èìåíåì íàçâàí Èíñòèòóò ìàòåìà-
òè÷åñêèõ íàóê â Íüþ-Éîðêñêîì óíèâåðñèòåòå. Íà ðóññêèé ÿçûê ïåðåâåäåíû ìíîãèå
åãî êíèãè, â ò.÷. äâóõòîìíûé òðóä "Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè".

24Åñòåñòâåííî, ãðàíèöó Ω äëÿ ýòîãî ñëåäóåò àïïðîêñèìèðîâàòü ìíîãîóãîëüíèêîì.
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íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé), à êàæäàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ("äâóìåðíàÿ
ïàëàòêà") Π̃ij � íåïðåðûâíûé ñïëàéí âòîðîãî ïîðÿäêà èç øåñòè ïîðöèé,
îòëè÷íûé îò íóëÿ òîëüêî íà ôèãóðå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.5.3. Ïðè ýòîì
çíà÷åíèå "ïàëàòêè" â öåíòðàëüíîì óçëå ðàâíî åäèíèöå, â îñòàëüíûõ �
íóëþ, à åå ãðàôèê íà êàæäîì èç ñîñòàâëÿþùèõ ôèãóðó òðåóãîëüíèêîâ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóñîê ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, êàê è â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå, ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïàëàòîê � âñåâîçìîæíûå íåïðåðûâíûå
ñïëàéíû âòîðîãî ïîðÿäêà (òîëüêî òåïåðü óæå îò äâóõ ïåðåìåííûõ), ïî-
ðîæäàåìûå äàííîé òðèàíãóëÿöèåé.

Â ýòîé (íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìîé) ñõåìå îòëè÷íûìè îò íóëÿ îêà-
çûâàþòñÿ óæå íå áîëåå ñåìè ýëåìåíòîâ ñòðîêè ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ
ñèñòåìû (5.4.3).

e

e

e

e

e

ex

@
@

@
@

@
@

@
@@yj − h

yj

yj + h

xi − h xi xi + h

Ðèñ.5.3

Ñî÷åòàíèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè è ðàçðåæåííîñòè ìàòðèö ïî-
çâîëèëî ñîçäàòü áûñòðûå è ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì.
Àíàëîãè÷íî ï.4.5, êîìïîíåíòû âåêòîðà-ðåøåíèÿ ñèñòåìû äàþò çíà÷åíèÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è â ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé;

λ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â Ω âïëîòü äî ãðàíèöû ôóíêöèÿ, f

êóñî÷íî íåïðåðûâíà íà Ω. Åñëè u � òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
óðàâíåíèÿ (5.2.1), à

û(x, y) =
∑
i,j

cij · Π̃ij(x, y)

� ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, òî ïðè âñåõ i, j

|û(xi, yj)− u(xi, yj)| ≤ C · h,

ãäå h � øàã ñåòêè (ñì. ðèñ.5.3), C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
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Çàìå÷àíèÿ. 1. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â ôîð-
ìóëàõ (5.4.3) � (5.4.4) îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, ïî-
ëó÷àþùèåñÿ àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèé λ è f íåïðåðûâíûìè ñïëàéíàìè
âòîðîãî ïîðÿäêà íà ñåòêå (ñì. çàìå÷àíèå 1 â êîíöå ï.4.5). Îñòàåòñÿ â ñèëå
òàêæå çàìå÷àíèå 2 èç ï.4.5.

2. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íè îäíî ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå íå èìååò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ. Íî ýòî è íå íóæíî
(ñì. çàìå÷àíèå 3 èç ï.4.5)!

3. Èäåè, èçëîæåííûå â ýòîì ïóíêòå, ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû è â
ñëó÷àå n > 2. Ôîðìóëû (5.4.3) è (5.4.4), åñòåñòâåííî, îñòàþòñÿ áåç èçìå-
íåíèé, íî ïîñòðîåíèå òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè è âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåí-
òîâ ñèñòåìû òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíî.
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Ãëàâà 6. ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
6.1. Äâå ñîäåðæàòåëüíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Â ï.4.1 èçó÷àëàñü çàäà÷à î ñòàöèîíàðíîì òåïëîâîì ðåæèìå
â òîíêîì ïðîâîäíèêå, íàãðåâàåìîì òîêîì. Îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðè ýòîì ñëóæèëî óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà
(4.1.2).

Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî òåïëà â ýëåìåíòå ïðîâîäíèêà
çà âðåìÿ ∆t èçìåíèòñÿ, ÷òî ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ òåìïåðàòóðû ýëåìåí-
òà. Ïîýòîìó âìåñòî (4.1.2) ñëåäóåò íàïèñàòü íîâîå óðàâíåíèå òåïëîâîãî
áàëàíñà

∆Q1 + ∆Q2 + ∆Q3 = c ·∆x · S · (T (t + ∆t, x)− T (t, x)) (6.1.1)

(c � îáúåìíàÿ òåïëîåìêîñòü ìàòåðèàëà ïðîâîäíèêà).
Ïîäñòàâèì â (6.1.1) âûðàæåíèÿ äëÿ ∆Q1, ∆Q2 è ∆Q3, ïîëó÷åííûå

â ï.4.1:

c ·∆x · S · (T (t + ∆t, x)− T (t, x)) = λ ·∆t · S · T (τ, x + ∆x)− T (τ, x)

∆x
−

−λ ·∆t · S · T (τ, x)− T (τ, x−∆x)

∆x
+ γ ·∆t ·∆x · S. (6.1.2)

Çäåñü τ �íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè èç èíòåðâàëà ]t, t + ∆t[.
Èç óðàâíåíèÿ (6.1.2) ìîæíî ïîëó÷èòü äâà ðàçëè÷íûõ ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, çàìåíÿÿ τ íà t ëèáî íà t + ∆t. Ýòè
óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèñêðåòíûå ìîäåëè èñõîäíîé çàäà÷è.

Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ïîëó÷àþùèåñÿ ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ.
Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ñîêðàùàÿ (6.1.2) íà ∆t ·∆x ·S è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
(∆t = ∆x = 0), ïîëó÷èì (â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè
ôóíêöèè T ) êîíòèíóàëüíóþ ìîäåëü çàäà÷è � äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

c ·DtT = Dx (λ ·DxT ) + γ (6.1.3)

(çäåñü ó÷òåíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû λ è c íå çàâèñÿò îò t, íî, âîîáùå ãîâîðÿ,
çàâèñÿò îò x).

Óðàâíåíèå (6.1.3) â ïàìÿòü î ïîðîäèâøåé åãî ñîäåðæàòåëüíîé çàäà÷å
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè.

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì (â óïðîùåííîì, åñòåñòâåííî, âèäå) çàäà÷ó î
ïåðåäà÷å ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ïî äëèííîé ëèíèè.
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Â øêîëüíîì êóðñå ôèçèêè îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî íàïðÿæåíèå è òîê
� ôóíêöèè âðåìåíè, íå çàâèñÿùèå îò òî÷êè ïðîâîäíèêà. Ýòî ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà �
îêîëî 3·108 ì/ñ. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî òîêà ñòàíäàðò-
íîé ÷àñòîòû (50 Ãö) çà âðåìÿ èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ îò ìèíèìàëüíîãî
äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (0.01 ñ) òî÷êà ìèíèìóìà íàïðÿæåíèÿ óñïååò
"ïðîáåæàòü" ïî ëèíèè îêîëî 3000 êì. Åñëè äëèíà ëèíèè ñîñòàâëÿåò íå-
ñêîëüêî ìåòðîâ, òî, åñòåñòâåííî, èçìåíåíèåì òîêà è íàïðÿæåíèÿ âäîëü
ëèíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Îäíàêî ïðè ïåðåäà÷å ýíåðãèè íà áîëüøèå � ñîòíè êèëîìåòðîâ �
ðàññòîÿíèÿ ýòè èçìåíåíèÿ äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ. Êîíå÷íî, òîò æå ýô-
ôåêò ìîæåò âîçíèêíóòü è â ëèíèè äëèíîé â íåñêîëüêî ñàíòèìåòðîâ, åñëè
÷àñòîòà òîêà î÷åíü âåëèêà (íàïðèìåð, â ñîâðåìåííîì êîìïüþòåðå). Â òà-
êèõ ñëó÷àÿõ ëèíèþ íàçûâàþò äëèííîé.

Èòàê, âîçüìåì ó÷àñòîê ëèíèè äëèíîé ∆x (ðèñ. 6.1) è ïðîìåæóòîê
âðåìåíè ∆t.

b b

∩∩∩∩

x x + ∆x

Ðèñ.6.1

Ïðåíåáðåãàÿ ïîòåðÿìè â àêòèâíîì ñîïðîòèâëåíèè ïðîâîäíèêà è óòå÷êîé
òîêà èç-çà íåñîâåðøåíñòâà èçîëÿöèè, áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ýòîò ó÷àñ-
òîê óäåëüíîé èíäóêòèâíîñòüþ L è óäåëüíîé åìêîñòüþ C. Òîãäà ïàäåíèå
íàïðÿæåíèÿ íà ó÷àñòêå ðàâíî (ïî çàêîíó ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè)

u(x + ∆x, τ1)− u(x, τ1) = −L ·∆x
i(t + ∆t, ξ1)− i(t, ξ1)

∆t
.

Èçìåíåíèå âåëè÷èíû òîêà (÷àñòü åãî óõîäèò íà çàðÿä åìêîñòè) ðàâíî

i(x + ∆x, τ2)− i(x, τ2) = −C ·∆x
u(t + ∆t, ξ2)− u(t, ξ2)

∆t
.

Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ τk è ξk (k = 1, 2) � íåêîòîðûå òî÷êè èç èíòåðâàëîâ
]t, t+∆t[ è ]x, x+∆x[ ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåíÿÿ ξk íà x èëè x+∆x, à τk �
íà t èëè t + ∆t, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå äèñêðåòíûå ìîäåëè çàäà÷è
� ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.
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Åñëè ðàçäåëèòü îáà óðàâíåíèÿ íà ∆x è, ïðåäïîëàãàÿ íåïðåðûâíóþ
äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé u è i, ïåðåéòè ê ïðåäåëó (∆t = ∆x = 0),
òî ïîëó÷èì êîíòèíóàëüíóþ ìîäåëü çàäà÷è � ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

{
−Dti = 1

L ·Dxu;

Dxi = −C ·Dtu.

Åñëè ïîâûñèòü òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â óðàâ-
íåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, òî, èñêëþ÷àÿ, íàïðèìåð, i (ò.å. äèôôåðåíöèðóÿ ïåð-
âîå óðàâíåíèå ïî x, à âòîðîå � ïî t), ïîëó÷èì

C ·D2
ttu = Dx

( 1

L
·Dxu

)
(6.1.4)

(àíàëîãè÷íî (6.1.3), êîýôôèöèåíòû L è C íå çàâèñÿò îò t, íî, âîîáùå
ãîâîðÿ, çàâèñÿò îò x).

Åñëè L è C � êîíñòàíòû, òî (6.1.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

D2
ttu = v2 ·D2

xxu (6.1.5)

(çäåñü v = 1√
LC

).

Óáåäèòåñü, ÷òî ôóíêöèÿ

u(x, t) = ϕ(x + vt) + ψ(x− vt),

ãäå ϕ è ψ � ïðîèçâîëüíûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè, áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.1.5).

- x

x

x

t = 0

t = t0

t = 2t0

-

-¡
¡

¡

¡
¡

¡

¡
¡

¡

@
@

@

@
@

@

@
@

@

Ðèñ.6.2. Ïîëîæåíèå âîëíû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè
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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x + vt) èìååò î÷åâèäíûé ôèçè÷åñêèé
ñìûñë: îíà îïèñûâàåò âîëíó, áåãóùóþ ïî ëèíèè ñî ñêîðîñòüþ v â îò-
ðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè àáñöèññ (ðèñ.6.2). Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ
ψ(x − vt) îïèñûâàåò âîëíó, áåãóùóþ ñî ñêîðîñòüþ v â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè îñè àáñöèññ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (6.1.5), êàê è áîëåå îáùåå
óðàâíåíèå (6.1.4), íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì.

6.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Óðàâíåíèå (6.1.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíûé

âàðèàíò óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
r ·Dtu = div(λ · ∇u) + f, (6.2.1)

âîçíèêàþùåãî ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ òåïëîïåðåäà÷è, äèôôóçèè è íå-
êîòîðûõ äðóãèõ.

Çäåñü êîýôôèöèåíòû λ è r � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå íåïðåðûâ-
íûå ôóíêöèè êîîðäèíàò (λ èìååò òàêæå íåïðåðûâíûå ïåðâûå ïðîèçâîä-
íûå), à ñâîáîäíûé ÷ëåí f � çàäàííàÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
âðåìåíè è êîîðäèíàò (â (6.1.3) f = γ).

Óðàâíåíèå (6.2.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè t ∈ ]0, T0], x ∈ Ω, ãäå Ω �
îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé â Rn (â ïðèëîæåíèÿõ
n ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1, 2 èëè 3).

Çàìå÷àíèå. Åñëè λ è r � êîíñòàíòû, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
ïðèíèìàåò âèä

Dtu = a2 4 u +
f

r

(
a =

√
λ

r

)
.

Ïðè ïîñòàíîâêå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîä-
íîñòè äîáàâëÿþò íà÷àëüíîå óñëîâèå

u(x, 0)
∣∣
x∈Ω= u0(x) (6.2.2)

(ò.å. çàäàþò íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îáëàñòè), à òàêæå
êðàåâîå óñëîâèå ïåðâîãî, âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà, îïèñàííîå â ï.5.2.

Óðàâíåíèå (6.1.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíûé
âàðèàíò âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

r ·D2
ttu = div(λ · ∇u) + f, (6.2.3)

êîòîðîå îïèñûâàåò êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû ðàçíîîáðàçíîé ïðèðîäû è
âîçíèêàåò â çàäà÷àõ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, àêóñòèêè, ýëåêòðîäèíà-
ìèêè è äðóãèõ.
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Çäåñü λ, r è f � ôóíêöèè ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è â (6.2.1). Åñëè
λ è r � êîíñòàíòû, âîëíîâîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

D2
ttu = v2 · 4u +

f

r

(
v =

√
λ

r

)
.

Óðàâíåíèå (6.2.3) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè t ∈ [0, T0], x ∈ Ω, ãäå Ω
� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé â Rn (î÷åâèäíî, â
ïðèëîæåíèÿõ n = 1, 2 èëè 3).

Äîáàâëÿÿ ê óðàâíåíèþ (6.2.3) äâà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ

u(x, 0)
∣∣
x∈Ω= u0(x), Dtu(x, 0)

∣∣
x∈Ω= u1(x),

à òàêæå êðàåâîå óñëîâèå îäíîãî èç òèïîâ, ðàññìîòðåííûõ â ï.5.2, ïîëó÷èì
íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ãëàâàì 4 è 5 êðàåâûå óñëîâèÿ ìîæíî ñ÷è-
òàòü îäíîðîäíûìè.

6.3. Ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷

Â ýòîì ïóíêòå êðàòêî èçëîæåíà èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ïðîåêöèîííûõ
ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì,
êîãäà íà âñåé ãðàíèöå îáëàñòè Ω çàäàíî îäíîðîäíîå óñëîâèå Äèðèõëå.
Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî r ≡ 1.

Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Çàôèêñèðóåì t ∈ ]0, T0] è
óìíîæèì ñêàëÿðíî óðàâíåíèå

Dtu = div(λ · ∇u) + f (6.3.1)

íà ïðîèçâîëüíóþ âåùåñòâåííóþ êóñî÷íî ãëàäêóþ, íåïðåðûâíóþ ôóíê-
öèþ φ, ðàâíóþ íóëþ íà ∂Ω:

∫

Ω

Dtu · φ =

∫

Ω

(div(λ · ∇u) + f) · φ.

Àíàëîãè÷íî ï.5.4, ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà, ïðè-
ìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ïîëó÷èì

∫

Ω

Dtu · φ = −
∫

Ω

λ〈∇u,∇φ〉+

∫

Ω

f · φ. (6.3.2)
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"Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî" (6.3.2) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ
t ∈ ]0, T0]. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ïðè t = 0), î÷åâèäíî, âûïîë-
íåíî òîæäåñòâî, ñëåäóþùåå èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (6.2.2):

∫

Ω

u
∣∣
t=0 · φ =

∫

Ω

u0 · φ. (6.3.3)

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ {φk}, k = 1, . . . , N, ðàâíûõ íóëþ íà ∂Ω.
Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (6.3.1) â âèäå "ëèíåéíîé êîìáèíàöèè" ôóíêöèé {φk}, êîýôôèöè-
åíòû êîòîðîé � ôóíêöèè âðåìåíè:

û(x, t) =
N∑

k=1

ck(t) · φk(x). (6.3.4)

Ïîäñòàâëÿÿ â (6.3.2) è (6.3.3) φ = φm, m = 1, . . . , N, ïîëó÷àåì, ÷òî âåê-
òîð êîýôôèöèåíòîâ ck åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé:

c′(t) = −A · c(t) + b(t); c(0) = c(0). (6.3.5)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû çàäàþòñÿ ôîðìó-
ëîé (5.4.3), ñâîáîäíûå ÷ëåíû � ôîðìóëîé (5.4.4), à íà÷àëüíûå äàííûå
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

c(0)
m =

∫

Ω

u0 · φm, m = 1, . . . , N.

Çàäà÷à Êîøè (6.3.5), êàê èçâåñòíî, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

c(t) = exp
(−At

) · c(0) +

t∫

0

exp
(−A(t− τ)

) · b(τ)dτ, (6.3.6)

è, òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì N îïðåäåëåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå û.
Åñëè â êà÷åñòâå {φk} âçÿòü ïåðâûå N ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñòàöè-

îíàðíîé êðàåâîé çàäà÷è
−div(λ · ∇ϕ) = ν · ϕ, ϕ

∣∣∣
∂Ω

= 0, (6.3.7)

òî ìàòðèöà A îêàæåòñÿ äèàãîíàëüíîé:

A = diag[ν1, . . . , νN ]
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(νk � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà). Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à Êî-
øè (6.3.5) ðåøàåòñÿ îñîáåííî ïðîñòî (êàæäîå óðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü
íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå (6.3.4) ïðè êàæäîì t áóäåò ïðîñòî ÷àñòíîé ñóììîé ðÿäà Ôóðüå òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {φk}.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ
(6.1.3) ïðè c = λ ≡ 1 :

Dtu = D2
xxu + γ, x ∈ ]0, 1[, t > 0; u(0, x) = 0; u(t, 0) = u(t, 1) = 0.

Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â âèäå "ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè" ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Lϕ ≡ −ϕ′′ ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè ϕ(0) = ϕ(1) = 0.

Òàê æå, êàê â ïðèìåðå 1 ï.4.4, ïîëó÷àåì
νk = k2π2, ϕk(x) = sin(kπx), k ∈ N .

Çàäà÷à Êîøè (6.3.5) ïðèíèìàåò âèä
c′k = −νkck + bk, ck(0) = 0; k ∈ N ,

ãäå

bk =
( 1∫

0

γ · ϕk

)/( 1∫

0

|ϕk|2
)

=

[
4γ
kπ

, k íå÷åòíîå;
0, k ÷åòíîå

(ïîñêîëüêó f çäåñü íå çàâèñèò îò t, bk òàêæå íå çàâèñÿò îò t).
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè ïðè íå÷åòíûõ k äàåòñÿ ôîðìóëîé

ck(t) = bk ·
t∫

0

exp
(−νk · (t− τ)

)
dτ =

4γ

k3π3 (1− exp(−k2π2t))

(ïðè ÷åòíûõ k, î÷åâèäíî, ck(t) ≡ 0).
Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëü-

íî-êðàåâîé çàäà÷è:

û(t, x) =
N∑

m=1

4γ

(2m− 1)3π3 (1− exp(−(2m− 1)2π2t)) · sin((2m− 1)πx).

Ïðè N →∞ ïîëó÷àåì òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è â ôîðìå ðÿäà Ôóðüå:

u(t, x) =
+∞∑
m=1

4γ

(2m− 1)3π3 (1− exp(−(2m− 1)2π2t)) · sin((2m− 1)πx).
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Çàìå÷àíèÿ. 1. Â ñëó÷àå, êîãäà â óðàâíåíèè (6.2.1) r 6≡ 1, âìåñòî
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé êðàåâîé çàäà÷è (6.3.7) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè ñ âåñîì r :

−div(λ · ∇ϕ) = ν · r · ϕ, ϕ
∣∣∣
∂Ω

= 0.

2. Âíîâü íàïîìíèì, ÷òî âñå ñëó÷àè, êîãäà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êðà-
åâîé çàäà÷è ìîæíî âûïèñàòü "â ÿâíîì âèäå èìåþòñÿ â ñïðàâî÷íèêàõ.

Â îáùåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå íàáîðà {φk} îáû÷íî âûáèðàþò "êîíå÷íûå
ýëåìåíòû îïèñàííûå â ï.ï. 4.5 è 5.4. Çàäà÷à Êîøè (6.3.5) ðåøàåòñÿ êàêèì-
íèáóäü èç ñòàíäàðòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

D2
ttu = div(λ · ∇u) + f

àíàëîãè÷íîé ïðîöåäóðîé ïðèâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííîé
ìàòðèöåé:

c′′(t) = −A · c(t) + b(t); c(0) = c(0), c′(0) = c(1),

ãäå ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ è ñâîáîäíûå ÷ëåíû îïðåäåëÿþòñÿ òåìè æå
ôîðìóëàìè, ÷òî è ðàíüøå, à íà÷àëüíûå äàííûå � ôîðìóëàìè

c(0)
m =

∫

Ω

u0 · φm, c(1)
m =

∫

Ω

u1 · φm, m = 1, . . . , N.

Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ïðèíöèïèàëüíûõ îòëè÷èé îò ðàññìîòðåííîé âûøå ñõåìû çäåñü
íåò. Îáñóæäåíèå æå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî
êóðñà.
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