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Ãëàâà 1. ÑËÓ×ÀÉÍÛÅ ÑÎÁÛÒÈß
È ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ìû ðàçãðàíè÷èâàåì ñîäåðæàòåëüíóþ
çàäà÷ó, ðåøèòü êîòîðóþ íåîáõîäèìî ñïåöèàëèñòó-íåìàòåìàòèêó, è ìà-
òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, êîòîðóþ èññëåäóåò ìàòåìàòèê. Âîïðîñ îá àäå-
êâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ïîðîäèâøåé åå ñîäåðæàòåëüíîé çà-
äà÷è íå òîëüêî âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà, íî âîîáùå íå ìîæåò
áûòü îòíåñåí ê ïðåäìåòó ìàòåìàòèêè.

1.1. Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðûé ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ìîæåò

îêîí÷èòüñÿ îäíèì èç âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ èñõîäîâ. Ýòè èñõîäû ýêñïå-
ðèìåíòà ìû áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè.

Áóäåì ïîêà ÷òî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî25. Íàçîâåì ýòî ìíîæåñòâî äèñêðåòíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Îáû÷íî åãî îáîçíà÷àþò Ω, à ýëå-
ìåíòàðíûå ñîáûòèÿ � ω ∈ Ω.

Ïðèìåðû. 1. Áðîñàåòñÿ ïðàâèëüíàÿ ìîíåòà. Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî
âîçìîæíû äâà èñõîäà ýòîãî ýêñïåðèìåíòà, è íàçûâàþò èõ ãåðá (Ã) è ðå-
øåòêà (Ð). Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîñòîèò
èç äâóõ ýëåìåíòîâ Ω = {Ã, Ð}.

Çàìå÷àíèå. Åñëè â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå ìîíåòà âñòàíåò íà
ðåáðî, ìû äîëæíû ëèáî ñ÷èòàòü ýòîò ýêñïåðèìåíò íåñîñòîÿâøèìñÿ (òàê
êàê ïîäîáíûé èñõîä íå âêëþ÷åí íàìè â ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé), ëèáî èçìåíèòü ïåðâîíà÷àëüíóþ ìîäåëü è ðàññìàòðèâàòü
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èç òðåõ ýëåìåíòîâ Ω = {Ã, Ð, Í}
(Í îçíà÷àåò "íà ðåáðî").

Ýòîò ïðîñòîé ïðèìåð åùå ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî îäíà è òà æå ñîäåð-
æàòåëüíàÿ çàäà÷à ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçëè÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìî-
äåëÿì. Èìåííî ïîýòîìó ìû è áóäåì èçó÷àòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, íå
çàäóìûâàÿñü îá èõ ïðîèñõîæäåíèè.

2. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â áðîñàíèè ïðàâèëüíîé ìîíåòû äî ïåðâîãî
ïîÿâëåíèÿ ãåðáà. Íèæå âûïèñàíû íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé:

25Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó åãî ýëåìåíòàìè è íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ìîæíî ïîêàçàòü,
íàïðèìåð, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî, à ìíîæåñòâî âñåõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë � íåñ÷åòíî.
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Õîòÿ íå î÷åíü âåðèòñÿ, ÷òî äåñÿòü òûñÿ÷ ðàç ïîäðÿä áóäåò âûïàäàòü
ðåøåòêà, è ëèøü íà äåñÿòü òûñÿ÷ ïåðâûé ðàç âûïàäåò ãåðá, íî èñêëþ÷èòü
òàêîé èñõîä íèêòî íå îòâàæèòñÿ. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé â ýòîì ïðèìåðå ïîëàãàþò ñ÷åòíûì.

1.2. Âåðîÿòíîñòü
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé èñõîä. Êàæäûé ðåàëüíûé ýêñïåðèìåíò ìî-

æåò çàêîí÷èòüñÿ ëèáî ýòèì èñõîäîì, ëèáî êàêèì-íèáóäü äðóãèì. Åñëè â
íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíò ïîâòîðèëè n ðàç, è â m ñëó÷àÿõ îí
çàêîí÷èëñÿ îòìå÷åííûì èñõîäîì, òî ãîâîðÿò, ÷òî íàáëþäàëàñü îòíîñè-
òåëüíàÿ ÷àñòîòà m

n ýòîãî èñõîäà. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà îòíîñèòåëüíûõ
÷àñòîò âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ ðàâíà åäèíèöå.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðèãîäíà äëÿ îïèñàíèÿ òåõ ðåàëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ, â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò:
äëèííûå ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâîäÿò, êàê ïðàâèëî, ê áëèçêèì çíà÷å-
íèÿì îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò.

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñëóæèò äèñêðåò-
íîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëîãîì îò-
íîñèòåëüíîé ÷àñòîòû èñõîäà ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü ýëå-
ìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ ω � âåùåñòâåííîå ÷èñëî P(ω), óäîâëåòâîðÿþùåå
äâóì óñëîâèÿì:

0 ≤ P(ω) ≤ 1;
∑

ω∈Ω

P(ω) = 1 (1.2.1)

(âî âòîðîì óñëîâèè ôèãóðèðóåò ñóììà � äëÿ êîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è ñóììà ðÿäà � äëÿ ñ÷åòíîãî).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ P : Ω → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
(1.2.1), ìîæåò áûòü çàäàíà ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Âîïðîñ î åå âûáîðå îò-
íîñèòñÿ íå ê ìàòåìàòèêå, à ê âûáîðó ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ýòîò
âûáîð äåëàåòñÿ èç ñîäåðæàòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé îá óñëîâèÿõ ýêñïå-
ðèìåíòà.
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Ïðèìåðû. 1. Åñëè áðîñàåòñÿ ïðàâèëüíàÿ ìîíåòà, òî åñòåñòâåííî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â äëèííûõ ñåðèÿõ ýêñïåðèìåíòîâ îòíîñèòåëüíûå ÷àñ-
òîòû âûïàäåíèÿ ãåðáà è ðåøåòêè äîëæíû áûòü ïðèìåðíî ðàâíû. Ïî-
ýòîìó ðàçóìíî ïðèïèñàòü ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèÿì Ð è Ã îäèíàêîâûå
âåðîÿòíîñòè P(Ã) = P(Ð).

Åñëè Ω = {Ã, Ð}, òî P(Ã) + P(Ð) = 1. Îòñþäà P(Ã) = P(Ð) = 1/2.
2. Ïðàâèëüíàÿ ìîíåòà áðîñàåòñÿ äî ïåðâîãî âûïàäåíèÿ ãåðáà. Îáî-

çíà÷èì ωn ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âûïàäåíèþ ãåðáà ïðè
n-ì áðîñàíèè ìîíåòû. Ïîëîæèì P(ωn) = 2−n (îáñóæäåíèå ïðè÷èí òàêîãî
âûáîðà ìû îòëîæèì äî ï.1.4). Âû÷èñëèâ

+∞∑
n=1

P(ωn) =
+∞∑
n=1

2−n = 1,

óáåäèìñÿ â äîïóñòèìîñòè òàêîãî çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèìåíåíèå

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äëÿ îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòà âîçìîæíî ëèøü ïðè íà-
ëè÷èè ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû èñõîäîâ.
Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè äëèííûõ ñåðèé ýêñïå-
ðèìåíòîâ â íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû, êàê ïðàâèëî,
ìåíÿþòñÿ ìàëî. Ñëîâà "ìíîãîêðàòíî "äëèííûå "íåèçìåííûå "êàê
ïðàâèëî" íå ìîãóò áûòü óòî÷íåíû. Îíè îòíîñÿòñÿ ê íåàëãîðèòìè-
çèðóåìîé ïðîöåäóðå ïåðåõîäà îò ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ê åãî ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè, è îòâåòñòâåííîñòü çà ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ñëîâ íåñåò
òîò ñïåöèàëèñò-íåìàòåìàòèê, êîòîðûé ðåøàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðèþ
âåðîÿòíîñòåé ê îïèñàíèþ ñâîåé çàäà÷è.

Îòìåòèì åùå, ÷òî ñîâåðøåííî áåññìûñëåííî óïîòðåáëÿòü ñëîâî "âå-
ðîÿòíîñòü ïîêà íå îïèñàíî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.
1.3. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
Ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì (ñîáûòèåì) íàçûâàþò âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî

äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ãîâîðÿò, ÷òî â ðåçóëü-
òàòå ýêñïåðèìåíòà ñîáûòèå ïðîèçîøëî, åñëè ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èëñÿ îä-
íèì èç âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ èñõîäîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ýòî ñîáûòèå.

Âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà ïî îïðåäåëåíèþ ñóììå âåðî-
ÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ñîñòàâëÿþùèõ ýòî ñîáûòèå:

A ⊂ Ω =⇒ P(A) =
∑

ω∈A

P(ω).
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Îïðàâäàíèå òàêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ � åå ÷àñòîò-
íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî
èç âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ èñõîäîâ ðàâíà, î÷åâèäíî, ñóììå îòíîñèòåëüíûõ
÷àñòîò ýòèõ èñõîäîâ.

Ïðèìåð. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè � ïðà-
âèëüíîãî êóáà, ãðàíè êîòîðîãî ïîìå÷åíû öèôðàìè îò 1 äî 6. Çäåñü
Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, è, âñëåäñòâèå ïðàâèëüíîñòè êóáà, ðàçóìíî ñ÷èòàòü
ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè:

P(n) = 1/6; n = 1, ..., 6.

Åñëè A = {1, 3, 5} (â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà âûïàëà íå÷åòíàÿ öèô-
ðà), òî P(A) = P(1) + P(3) + P(5) = 3 · 1/6 = 1/2.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ {ω}, ñîñòîÿùåãî
èç îäíîãî ýëåìåíòà ω, ñîâïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ
ω. Ïîýòîìó ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ω è {ω}, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòî
îáúåêòû ðàçíîé ïðèðîäû.

2. Èíîãäà â çàäà÷àõ íåîáõîäèìî ñóììèðîâàòü âåðîÿòíîñòè áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ñîñòàâëÿþùèõ äàííîå ñîáûòèå. Ïðè
ýòîì ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû êîìáèíàòîðèêè. Ìû
æå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ, â êîòî-
ðûõ âû÷èñëèòåëüíûå ñëîæíîñòè íå âîçíèêàþò.

Ïðèìåð. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â áðîñàíèè ïðàâèëüíîé ìîíåòû äî
ïåðâîãî âûïàäåíèÿ ãåðáà. Áóäåì, êàê è â ï.1.2, ñ÷èòàòü, ÷òî ωn � ýëå-
ìåíòàðíîå ñîáûòèå "â ïåðâûé ðàç ãåðá ïîÿâèëñÿ ïðè n-ì áðîñàíèè" è
P(ωn) = 2−n.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A (èãðà çàêîí÷èòñÿ íà íå÷åòíîì áðî-
ñàíèè ìîíåòû) è B (èãðà çàêîí÷èòñÿ íà ÷åòíîì áðîñàíèè ìîíåòû):

P(A) =
+∞∑
n=1

2−(2n−1) =
1/2

1− 1/4
= 2/3;

P(B) =
+∞∑
n=1

2−2n =
1/4

1− 1/4
= 1/3.

Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà � âàæíûé äëÿ èã-
ðîêîâ ôàêò: åñëè äâà èãðîêà áðîñàþò ìîíåòó ïî î÷åðåäè, òî ïðè ìíî-
ãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè èãðû áðîñàþùèé ïåðâûì áóäåò âûèãðûâàòü ïðè-
ìåðíî âäâîå ÷àùå ïàðòíåðà.
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Çàìå÷àíèå. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé îáÿçàíà ñâîèì ïîÿâëåíèåì ïîòðåá-
íîñòè ó÷àñòíèêîâ àçàðòíûõ èãð â âûðàáîòêå "âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè".
Ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ñòàëà ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî.
Ïîýòîìó â íåé ñîõðàíèëàñü "äîìàòåìàòè÷åñêàÿ" òåðìèíîëîãèÿ.

Ïðèíÿòî íàçûâàòü ñëó÷àéíîå ñîáûòèå Ω (Ω ⊂ Ω) äîñòîâåðíûì
ñîáûòèåì, à ñëó÷àéíîå ñîáûòèå ∅ (∅ ⊂ Ω) íåâîçìîæíûì ñîáûòèåì.
Îòìåòèì, ÷òî P(Ω) = 1, P(∅) = 0.

Ïóñòü A,B ⊂ Ω. Åñëè A∩B = ∅, òî A è B íàçûâàþò íåñîâìåñòíûìè
ñîáûòèÿìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èõ íàçûâàþò ñîâìåñòíûìè ñîáûòèÿìè.

Ïåðåâåäèòå íà ÿçûê "èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà" ïîíÿòèÿ "äîñòîâåðíîå
ñîáûòèå "íåâîçìîæíîå ñîáûòèå "íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ".

A B

Ω

Ðèñ.1.1
Ïóñòü òåïåðü A,B ⊂ Ω (ðèñ.1.1). Âûäåëèì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ

(ìíîæåñòâà): A\B, B\A, A ∩ B (íàïîìíèì, ÷òî A\B ñîñòîèò èç âñåõ
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå âõîäÿò â A è íå âõîäÿò â B; B\A � èç
âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå âõîäÿò â B è íå âõîäÿò â A; A∩B

� èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå âõîäÿò è â A, è â B).
Ëþáûå äâà èç òðåõ îïèñàííûõ ìíîæåñòâ íå ïåðåñåêàþòñÿ (ñîáûòèÿ

A\B, B\A, A ∩B ïîïàðíî íåñîâìåñòíû).
Î÷åâèäíî, ÷òî

A = (A\B) ∪ (B ∩ A); B = (B\A) ∩ (A ∩B);

A ∪B = (A\B) ∪ (B\A) ∪ (A ∩B).

Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ îïðåäåëåíà êàê ñóììà âåðîÿòíîñòåé ñî-
ñòàâëÿþùèõ åãî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî
P(A) =

∑

ω∈A\B
P(ω) +

∑

ω∈A∩B

P(ω); P(B) =
∑

ω∈B\A
P(ω) +

∑

ω∈A∩B

P(ω);

P(A ∪B) =
∑

ω∈A\B
P(ω) +

∑

ω∈B\A
P(ω) +

∑

ω∈A∩B

P(ω).
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Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê òåîðåìà ñëîæåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé:

P(A ∪B) = P(A) + P(B)−P(A ∩B)

(åñëè ïðîñòî ñëîæèòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A è B, òî âåðîÿòíîñòè ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ñîäåðæàùèõñÿ â A ∩B, âîéäóò â ñóììó äâàæäû).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû (A ∩B = ∅), òî
P(A ∩B) = 0 è P(A ∪B) = P(A) + P(B).

A B

ΩC

Ðèñ.1.2

Äëÿ òðåõ ñîáûòèé A, B è C ðàññìîòðåíèå äèàãðàììû Âåííà
(ðèñ.1.2) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðàâåíñòâî

P(A ∪B ∪ C) = P(A) + P(B) + P(C)−
−P(A ∩ B)−P(A ∩ C)− P(B ∩ C) + P(A ∩ B ∩ C).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñîáûòèÿ A,B,C ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, òî

P(A ∪B ∪ C) = P(A) + P(B) + P(C).

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé ëþáîãî
êîíå÷íîãî è äàæå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé:
åñëè ïðè i 6= j Ai ∩ Aj = ∅, òî

P
(⋃

i

Ai

)
=

∑
i

P(Ai).

Ôîðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè îáúåäèíåíèÿ ëþáîãî ÷èñëà ñîâìåñòíûõ
ñîáûòèé áîëåå ñëîæíà, è ìû åå íå ïðèâîäèì.
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1.4. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ñîáûòèé.
Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü A,B ⊂ Ω. Áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ A è B ñòà-
òèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè (îáû÷íî ãîâîðÿò êîðî÷å � íåçàâèñèìûìè),
åñëè

P(A ∩B) = P(A) ·P(B). (1.4.1)

Åñëè P(A∩B) 6= P(A) ·P(B), òî ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþò (ñòàòèñòè÷å-
ñêè) çàâèñèìûìè.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü (ïðîâåðüòå ýòî!), ÷òî åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçà-
âèñèìû, òî ñîáûòèÿ Ω \ A è B òàêæå íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â áðîñàíèè ïðàâèëüíîé èãðàëüíîé êî-
ñòè. Èñõîäû � âûïàäåíèå ãðàíåé, ïîìå÷åííûõ öèôðàìè îò 1 äî 6. Çäåñü
Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, è P(ω) = 1/6 äëÿ ω = 1, ..., 6.

Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ: A � "ðåçóëüòàò ÷åòíûéB � "ðåçóëüòàò áîëüøå
äâóõC � "ðåçóëüòàò ìåíüøå ÷åòûðåõ".

A = {2, 4, 6}, P(A) = 3 · 1/6 = 1/2;
B = {3, 4, 5, 6}, P(B) = 4 · 1/6 = 2/3;
C = {1, 2, 3}, P(C) = 3 · 1/6 = 1/2;
A ∩B = {4, 6}, P(A ∩B) = 2 · 1/6 = 1/3;
A ∩ C = {2}, P(A ∩ C) = 1/6.

Ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òàê êàê
P(A) ·P(B) = 1/2 · 2/3 = 1/3 = P(A ∩B).

Ñîáûòèÿ A è C çàâèñèìû, òàê êàê
P(A) ·P(C) = 1/2 · 1/2 = 1/4 6= 1/6 = P(A ∩ C).

Çàìå÷àíèå. Íåçàâèñèìîñòü (ñòàòèñòè÷åñêàÿ) ñîáûòèé A è B îïðå-
äåëåíà ðàâåíñòâîì (1.4.1), è íå ñëåäóåò èñòîëêîâûâàòü åå êàêèì-ëèáî
äðóãèì ñïîñîáîì (íàïðèìåð, äåëàÿ èç íåå âûâîäû î ïðè÷èííîé, íàöèî-
íàëüíîé, ôèíàíñîâîé è ò. ï. íåçàâèñèìîñòè). Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ñòàòè-
ñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè.

Ïóñòü òåïåðü A,B ⊂ Ω, è P(A) 6= 0. Òîãäà ÷èñëî P(B ∩ A)
P(A)

íàçû-
âàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ B ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèå A

ïðîèçîøëî. Äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå

P(B|A) =
P(B ∩ A)

P(A)
. (1.4.2)
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Â îòëè÷èå îò óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P(B|A) ñîáûòèÿ B âåðîÿò-
íîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ P(B) èíîãäà íàçûâàþò áåçóñëîâíîé.

Ðàâåíñòâî (1.4.2) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå
P(B ∩ A) = P(A) ·P(B|A).

Ýòî óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Ïîêàæåì, ÷òî ïåðåõîä ê óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ðàâíîñèëåí

èçìåíåíèþ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ïóñòü A,B ⊂ Ω, è
P(A) 6= 0 (ðèñ.1.1). Ñëîâà "ñîáûòèå A ïðîèçîøëî" îçíà÷àþò, ÷òî ýêñïå-
ðèìåíò çàêîí÷èëñÿ îäíèì èç èñõîäîâ (íåèçâåñòíî êàêèì), ñîñòàâëÿþùèõ
ñîáûòèå A. Ïîýòîìó ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ âñå ýëåìåí-
òàðíûå ñîáûòèÿ, íå âõîäÿùèå â A, ò.å. ñ÷èòàòü A íîâûì ïðîñòðàíñòâîì
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω′ = A (ðèñ.1.3).

Ω′ = A B′

Ðèñ.1.3
Åñëè (÷òî åñòåñòâåííî) ñîõðàíèòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåðîÿòíîñòÿìè
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ò.å. èçìåíèòü ýòè âåðîÿòíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíî
(P′(ω) = k ·P(ω)), òî ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé,
ñîñòàâëÿþùèõ íîâîå ïðîñòðàíñòâî, äîëæíà ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå. Îòñþäà

∑

ω∈A

P′(ω) = k ·
∑

ω∈A

P(ω) = k ·P(A) = 1, ò.å. k =
1

P(A)
.

Ìû ïîñòðîèëè íîâîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω′ = A ñ
âåðîÿòíîñòÿìè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

P′(ω) = k ·P(ω) =
P(ω)

P(A)
.

Â íîâîì ïðîñòðàíñòâå Ω′ ñîáûòèþ B èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîò-
âåòñòâóåò ñîáûòèå B′ = B ∩ A (ðèñ.1.3), è

P′(B′) =
∑

ω∈B′
P′(ω) =

∑

ω∈B′

P(ω)

P(A)
=

=
1

P(A)
·

∑

ω∈B∩A

P(ω) =
P(B ∩ A)

P(A)
= P(B|A).
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Ïðèìåð. Áðîñàåòñÿ ïðàâèëüíàÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. Íàéäåì óñëîâíóþ
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ "ðåçóëüòàò áîëüøå åäèíèöû" ïðè óñëîâèè, ÷òî âû-
ïàëà íå÷åòíàÿ öèôðà.

Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ñ
ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè P(ω) ≡ 1/6. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ A = {1, 3, 5},
B = {2, 3, 4, 5, 6} è A ∩B = {3, 5}. Èõ âåðîÿòíîñòè

P(A) = 3 · 1/6 = 1/2, P(B) = 5 · 1/6 = 5/6, P(A∩B) = 2 · 1/6 = 1/3.

Îòñþäà P(B|A) =
P(A ∩B)

P(A)
= 2/3.

Ýòó æå çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü, ðàññìîòðåâ ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé Ω′ = {1, 3, 5}. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå êàæäîìó ýëåìåíòàðíî-
ìó ñîáûòèþ ñëåäóåò ïðèïèñàòü âåðîÿòíîñòü P′(ω) = P(ω)/P(A) ≡ 1/3.
Òîãäà B′ = {3, 5}, è P′(B′) = 2 · 1/3 = 2/3.

Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî èç (1.4.1) è (1.4.2) ñëåäóåò, ÷òî
P(B|A) = P(B). Ïîñêîëüêó ñîáûòèÿ Ω\A è B òàêæå íåçàâèñèìû, ïîëó-
÷àåì P(B|A) = P(B|(Ω \A)), ò.å. óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ B ïðè
óñëîâèÿõ, ÷òî ñîáûòèå A ïðîèçîøëî è íå ïðîèçîøëî, ðàâíû. Ýòîò ôàêò
îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàê: îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ñîáûòèÿ B íå çà-
âèñèò îò òîãî, ðàññìàòðèâàåì ëè ìû âñå ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû, èëè
âûáèðàåì òîëüêî òå, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî (íå ïðîèçîøëî) ñîáûòèå A.
Òåðìèí "íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ" âîçíèê èìåííî èç ýòîé èíòåðïðåòàöèè.

Â ïðèëîæåíèÿõ ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü îáû÷íî ïîñòóëèðó-
åòñÿ ïîñòàíîâùèêîì çàäà÷è ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èç
ñîäåðæàòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Òàêîé ïîñòóëàò äàåò âîçìîæíîñòü ëåã-
êî íàõîäèòü âåðîÿòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ñîáûòèé. Îäíàêî çà àäåêâàòíîñòü
ýòîãî ïîñòóëàòà ðåàëüíîñòè îòâå÷àåò ïîñòàíîâùèê çàäà÷è, à íå òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé.

Ïðèìåð. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â äâóõ áðîñàíèÿõ ïðàâèëüíîé ìîíåòû.
Çäåñü Ω = {ÃÃ,ÃÐ,ÐÃ,ÐÐ}. Ïîñêîëüêó ïåðâûé è âòîðîé áðîñêè íå âëè-
ÿþò äðóã íà äðóãà, ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñîáûòèÿ A "ïðè ïåðâîì
áðîñêå âûïàëà ðåøåòêà" è B "ïðè âòîðîì áðîñêå âûïàë ãåðá" íåçàâèñè-
ìû. Òîãäà èç P(A) = P(B) = 1/2 èìååì P(ÐÃ) = P(A) ·P(B) = 1/4 (êî-
íå÷íî, âåðîÿòíîñòè îñòàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé òîæå ðàâíû 1/4).

Àíàëîãè÷íî, ïðè n áðîñàíèÿõ ïðàâèëüíîé ìîíåòû èç òåõ æå ñîîáðà-
æåíèé ïîëó÷àåì P(Ð . . .ÐÃ) = 2−n. Èìåííî ïîýòîìó â ïðèìåðå 2 ï.1.2
ðàçóìíî ïîëîæèòü P(ωn) = 2−n.
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1.5. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ïðåäñòàâëåíî â âèäå

îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé Ai, i = 1, . . . , n:
Ω = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An, Ai ∩ Aj = ∅ ïðè i 6= j.

Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ B

B = (B ∩ A1) ∪ (B ∩ A2) ∪ · · · ∪ (B ∩ An),

ïðè÷åì ñîáûòèÿ (B ∩ Ai) ïîïàðíî íåñîâìåñòíû.
Èç òåîðåì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èìååì

P(B) =
n∑

i=1

P(B ∩ Ai) =
n∑

i=1

P(Ai) ·P(B|Ai). (1.5.1)

Ýòà ôîðìóëà èìåíóåòñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Îíà ÷àñòî ïðè-
ìåíÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èç ñîäåðæàòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé ëåã÷å
çàäàòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè, ÷åì áåçóñëîâíûå. Ñîáûòèÿ Ai ÷àñòî íàçû-
âàþò ãèïîòåçàìè.

Ïðèìåð. Èìåþòñÿ òðè êîñòè, èç íèõ äâå ïðàâèëüíûõ, à òðåòüÿ íà-
ëèòà ñâèíöîì, òàê ÷òî øåñòåðêà íà íåé âûïàäàåò âäâîå ÷àùå, ÷åì íà
ïðàâèëüíîé. Íà îùóïü êîñòè íåðàçëè÷èìû. Ýêñïåðèìåíò çàêëþ÷àåòñÿ â
áðîñàíèè îäíîé íàóãàä âûáðàííîé êîñòè.

Îïðåäåëèì ñîáûòèÿ: A1 � "âûáðàíà ïðàâèëüíàÿ êîñòüA2 � "âû-
áðàíà íåïðàâèëüíàÿ êîñòüB � "âûáðîøåíà øåñòåðêà". Òîãäà èç äàí-
íûõ çàäà÷è ëåãêî îïðåäåëèòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè: P(B|A1) = 1/6,
P(B|A2) = 1/3. Äàëåå, èç óñëîâèÿ ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ìíî-
ãîêðàòíîì âûáîðå êîñòè ïðàâèëüíàÿ áóäåò ïîïàäàòüñÿ ïðèìåðíî â äâà
ðàçà ÷àùå, ÷åì íåïðàâèëüíàÿ. Ïîýòîìó P(A1) = 2/3, P(A2) = 1/3. Ïî
ôîðìóëå (1.5.1) ïîëó÷àåì P(B) = 2/3 · 1/6 + 1/3 · 1/3 = 2/9.

1.6. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
ñ íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì èñõîäîâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá èçìåðåíèè íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ñ
ïîìîùüþ ñòðåëî÷íîãî ïðèáîðà. Åñëè ñ÷èòàòü ñòðåëêó ïðèáîðà íå èìåþ-
ùåé òîëùèíû, òî ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ (ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì) ìî-
æåò áûòü ëþáàÿ òî÷êà íà øêàëå, è ìíîæåñòâî âñåõ èñõîäîâ Ω íå ÿâëÿåòñÿ
ñ÷åòíûì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî ïðèïèñàòü
êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó ñîáûòèþ íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü è îáåñïå÷èòü
ïðè ýòîì êîíå÷íîñòü P(Ω).
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Â òàêîé ñèòóàöèè îòêàçûâàþòñÿ îò ïðèïèñûâàíèÿ âåðîÿòíîñòè êàæ-
äîìó ýëåìåíòàðíîìó ñîáûòèþ. Âåðîÿòíîñòü ïðèïèñûâàåòñÿ òåïåðü òîëü-
êî ñîáûòèÿì, ê êîòîðûì îòíîñÿò íå ëþáûå ÷àñòè Ω.

Òî÷íåå: ïóñòü çàäàíî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω ñ
íåñ÷åòíûì ÷èñëîì èñõîäîâ. Ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî S ÷àñòåé Ω, óäîâëåò-
âîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ω ∈ S;
2. åñëè A ∈ S, òî Ω\A ∈ S (â ÷àñòíîñòè, ∅ = Ω\Ω ∈ S);
3. åñëè Ak ∈ S (íàáîð ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè

ñ÷åòíûì), òî ⋂

k

Ak ∈ S è
⋃

k

Ak ∈ S

(â ÷àñòíîñòè, åñëè A,B ∈ S, òî A\B = A ∩ (Ω\B) ∈ S).
Ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè òåïåðü íàçûâàþòñÿ íå ëþáûå ÷àñòè Ω, à

òîëüêî âõîäÿùèå â S, è òîëüêî èì ïðèïèñûâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè � íåîò-
ðèöàòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

4. P(Ω) = 1;
5. åñëè Ak ∈ S (íàáîð ñîáûòèé ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì),

è ýòè ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíû (íå ïåðåñåêàþòñÿ), òî

P
(⋃

k

Ak

)
=

∑

k

P(Ak).

Çàìå÷àíèå. Èç ñâîéñòâ 4 è 5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ A ∈ S

P(Ω\A) = 1−P(A).

Â ÷àñòíîñòè, P(∅) = 0.
Íåñëîæíî òàêæå ïîêàçàòü (ïðîâåðüòå ýòî!), ÷òî äëÿ A,B ∈ S âû-

ïîëíåíû òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ôîðìóëà ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè òàêæå ñïðàâåäëèâà, åñëè âñå âõîäÿùèå â íåå ìíîæåñòâà ïðè-
íàäëåæàò ñåìåéñòâó S. Áîëåå òîãî, ôîðìóëà (1.5.1) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
ñ÷åòíûé íàáîð ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé Ai ∈ S.

Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïÿòü ñâîéñòâ ñåìåéñòâà S è ôóíêöèè P íà-
çûâàþòñÿ àêñèîìàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ñïåöèàëèñò-íåìàòåìàòèê
ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ýêñïåðèìåíòà, èñïîëüçóþùåé òåîðèþ âåðîÿòíî-
ñòåé, âîîáùå ãîâîðÿ, îãðàíè÷åí òîëüêî ýòèìè àêñèîìàìè. Îäíàêî ïðè
èçìåðåíèè ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ñåìåéñòâî S

ñîäåðæèò ëþáûå ïðîìåæóòêè (ñåãìåíòû, èíòåðâàëû, ïîëóèíòåðâàëû),

140



öåëèêîì ëåæàùèå â ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýòîé âåëè÷èíû. Òîã-
äà, ñîãëàñíî àêñèîìå 3, ýòî ñåìåéñòâî äîëæíî ñîäåðæàòü òàêæå êàæäîå
ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðîìåæóòêîâ ñ ïîìîùüþ êîíå÷-
íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîíÿòíî,
÷òî âñå ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëÿþùèå õîòü êàêîé-íèáóäü ïðàêòè÷åñêèé èí-
òåðåñ, ïîïàäóò â òàêîå ñåìåéñòâî.

Êàê è â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé,
âûáîð ôóíêöèè P : S → R, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì 4 è 5, äåëàåòñÿ
èç ñîäåðæàòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé îá óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà.

Ïðèìåð. Â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè èçìåðÿåòñÿ ìãíîâåííîå çíà-
÷åíèå ñèíóñîèäàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ

u = Umax · sin(ωt).

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ "èçìåðåííîå çíà÷åíèå ïî ìîäóëþ ìåíüøå
ïîëîâèíû àìïëèòóäû"?

Âñëåäñòâèå ïåðèîäè÷íîñòè ñèíóñîèäû áóäåì ñ÷èòàòü ïðîñòðàí-
ñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ïðîìåæóòîê ] − π

ω, π
ω ] (ðèñ.1.4). Ñëó÷àé-

íîñòü ìîìåíòà âðåìåíè â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îáû÷íî èíòåðïðåòè-
ðóþò òàê: ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè ýêñïåðèìåíòà îòíîñèòåëüíûå
÷àñòîòû ïîïàäàíèÿ â ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè îäèíàêîâû. Ïîýòîìó
êàæäîìó ïðîìåæóòêó, ñîäåðæàùåìóñÿ â ] − π

ω, π
ω ], ïðèïèøåì âåðîÿò-

íîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíóþ äëèíå ýòîãî ïðîìåæóòêà. Òîãäà âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ â ïðîìåæóòîê äëèíû a áóäåò ðàâíà aω

2π (íåçàâèñèìî îò òîãî,
âõîäÿò ãðàíè÷íûå òî÷êè â ïðîìåæóòîê èëè íåò). Åñëè ñîáûòèå ñîñòîèò
èç íåñêîëüêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ, òî, ñîãëàñíî àêñèîìå 3,
âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà ñóììå äëèí ýòèõ ïðîìåæóòêîâ, óìíî-
æåííîé íà ω

2π .

−Umax

−Umax/2

Umax/2

Umax

−5π
6ω

− π
6ω

π
6ω

5π
6ω

-

6

Ðèñ.1.4
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Íà ðèñ.1.4 âûäåëåíû ïðîìåæóòêè îñè àáñöèññ, íà êîòîðûõ âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå |u| < Umax/2. Âèäíî, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà ýòèõ ïðîìå-
æóòêîâ 4× π

6ω = 2π
3ω . Ïîýòîìó

P
(
|u| < Umax

2

)
=

2π

3ω
· ω

2π
= 1/3.

Çàìå÷àíèå. Ìû îòîæäåñòâèëè "ñîáûòèå" èç ñîäåðæàòåëüíîé çàäà÷è
(|u| < Umax/2) è ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � ýëåìåíò ñåìåéñòâà S :

]
−π

ω
,−5π

6ω

[
∪

]
− π

6ω
,

π

6ω

[
∪

]5π

6ω
,
π

ω

[
.

Òàê ïîñòóïàþò ÷àñòî, ÷òîáû ñýêîíîìèòü íà çàïèñè.
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Ãëàâà 2. ÑËÓ×ÀÉÍÛÅ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÅ
2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â n áðîñàíèÿõ ïðàâèëüíîé ìî-
íåòû. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ïðè n = 3:

Ω = {ÐÐÐ,ÐÐÃ,ÐÃÐ,ÐÃÃ,ÃÐÐ,ÃÐÃ,ÃÃÐ,ÃÃÃ}.
Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò 8 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ïðàâèëüíîñòü

ìîíåòû äàåò îñíîâàíèå ñ÷èòàòü ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè
(ñì. ïðèìåð â êîíöå ï.1.4). Â òàáëèöå 2.1 ïðåäñòàâëåíû ýëåìåíòàðíûå
ñîáûòèÿ, èõ âåðîÿòíîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñîáûòèÿì êîëè÷åñòâà
âûïàäåíèé ãåðáà (X).

Òàáëèöà 2.1
ω ÐÐÐ ÐÐÃ ÐÃÐ ÐÃÃ ÃÐÐ ÃÐÃ ÃÃÐ ÃÃÃ

P(ω) 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8
X 0 1 1 2 1 2 2 3

Âèäíî, ÷òî X ìîæåò ïðèíèìàòü 4 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ: 0, 1, 2, 3. Ïî-
ýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîáûòèÿ (X = 0), (X = 1), (X = 2), (X = 3)
è âû÷èñëèòü èõ âåðîÿòíîñòè. Ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â òàáëèöó 2.2.

Òàáëèöà 2.2
x 0 1 2 3

P(X = x) 1/8 3/8 3/8 1/8

Åñëè öåëüþ ýêñïåðèìåíòà áûëî îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà âûïàäåíèé
ãåðáà, òî åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü íîâîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé X : Ω′ = {0, 1, 2, 3} � è çàäàííûå íà íåì
òàáëèöåé 2.2 âåðîÿòíîñòè.

Ñèòóàöèÿ, êîãäà èñõîäîì ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëî, ÷àñòî
âñòðå÷àåòñÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

Îïðåäåëåíèå. Äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ êîíå÷-
íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî (ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé) ñ çàäàííûìè íà íåì âåðîÿòíîñòÿìè.

Çàìå÷àíèå. Ââåäåííîå îïðåäåëåíèå íå èñêëþ÷àåò âûðîæäåííîé ñè-
òóàöèè, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîñòîèò èç îäíîãî
ýëåìåíòà, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå. Òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ óæå áóäåò "íå ñëó÷àéíîé è ìû èñêëþ÷èì åå èç ðàññìîòðåíèÿ.
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Âñïîìíèì ïîíÿòèå ïåðåìåííàÿ: ïåðåìåííàÿ � ýòî áóêâà è ìíîæå-
ñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîæíî ïîäñòàâëÿòü âìåñòî ýòîé áóêâû. Ïåðå-
ìåííóþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìåøîê, ñîäåðæàùèé âñå âîçìîæ-
íûå åå çíà÷åíèÿ. Êàæäûé èìååò ïðàâî âûáðàòü â ýòîì ìåøêå ïîíðà-
âèâøååñÿ åìó çíà÷åíèå ïåðåìåííîé. Àíàëîãè÷íî, ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé
íàçîâåì áóêâó è (÷èñëîâîå) ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé, êîòîðîå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Äèñêðåòíóþ
ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìåøîê, ñî-
äåðæàùèé âñå âîçìîæíûå åå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî âûáèðàòü ýòè çíà÷åíèÿ
íåëüçÿ. Ìîæíî çàïóñòèòü â ýòîò ìåøîê ðóêó è âûíóòü èç íåãî òî çíà-
÷åíèå ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé, êîòîðîå ñëó÷àéíî ïîïàäåòñÿ. Åñëè ïîâòî-
ðÿòü ýòîò ýêñïåðèìåíò ìíîãîêðàòíî, òî îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ïîÿâëå-
íèÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé áóäóò, êàê ïðàâèëî, ìàëî
îòëè÷àòüñÿ îò èõ âåðîÿòíîñòåé.

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Â êíèãàõ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÷à-
ñòî âìåñòî ñëîâ "ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ" èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí "ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà".

B äàëüíåéøåì ìû âìåñòî "ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ" áóäåì ïèñàòü ñ.ï.;
ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå îáîçíà÷àþòñÿ ëàòèíñêèìè çàãëàâíûìè áóêâàìè,
à èõ çíà÷åíèÿ � ÷èñëà � ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðî÷íûìè áóêâàìè.

Èòàê, äèñêðåòíàÿ ñ.ï. X çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñâîèõ çíà÷åíèé è âå-
ðîÿòíîñòÿìè ýòèõ çíà÷åíèé, ò.å. òàáëèöåé, êîòîðóþ íàçûâàþò çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé:

x x1 x2 . . .
P(X = x) p1 p2 . . . pk > 0;

∑
k

pk = 1.

Ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äèñêðåòíîé ñ.ï.:
çíà÷åíèÿ ñ.ï. ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê àáñöèññû òî÷åê íà îñè, à ñîîòâåòñòâó-
þùèå âåðîÿòíîñòè � êàê ìàññû, ñîñðåäîòî÷åííûå â ýòèõ òî÷êàõ. Òàêèì
îáðàçîì, ñ.ï. èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñèñòåìà òî÷å÷íûõ ìàññ íà îñè. Ñóùå-
ñòâåííî, ÷òî ìàññà âñåé ñèñòåìû âñåãäà ðàâíà åäèíèöå. Ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü åäèíè÷íàÿ "âåðîÿòíîñòíàÿ ìàññà è ìû
äîëæíû "ðàñïðåäåëèòü" åå ìåæäó çàäàííûìè òî÷êàìè îñè � çàäàòü çà-
êîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Ýòà ôèçè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ ïîìîãàåò íàéòè ñïîñîá îïèñàíèÿ ñ.ï. ñ
íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé. Èçâåñòíî, ÷òî ôèçèêà îïåðèðóåò â òà-
êîì ñëó÷àå ïîíÿòèåì ïëîòíîñòè ìàññû, ñ÷èòàÿ, ÷òî ìàññà â êàæäîé
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òî÷êå ðàâíà íóëþ, íî ìàññà îòðåçêà ðàâíà èíòåãðàëó îò ïëîòíîñòè ïî
ýòîìó îòðåçêó. Ïî àíàëîãèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìóþ àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ñ.ï. X , ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðîé Ω = R. Ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíà êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.ï. X) fX : R→ R, îáëàäàþùàÿ äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

1) fX ≥ 0; 2)

+∞∫

−∞
fX = 1. (2.1.1)

Â ýòîé ìîäåëè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñ.ï. â ïðîìåæóòîê [a, b] áóäåò
âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå

P(X ∈ [a, b]) =

b∫

a

fX .

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ìû çàïèñàëè X ∈ [a, b], ñ÷èòàÿ ïðîìåæóòîê ñåãìåí-
òîì. Íî åñëè âñïîìíèòü, ÷òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, òî áóäåò ÿñíî, ÷òî
òèï ïðîìåæóòêà (èíòåðâàë, ïîëóèíòåðâàë, ñåãìåíò) íå èãðàåò ðîëè.

2. Î÷åâèäíî, P(X = a) =
a∫
a

fX = 0, ò.å. âåðîÿòíîñòü êàæäîãî îò-
äåëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñ.ï. ðàâíà íóëþ.

3. Â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àþòñÿ òàê íàçûâàåìûå äèñêðåòíî-íåïðå-
ðûâíûå ñ.ï., íî èõ ðàññìîòðåíèå âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.

Îäíó èç ïåðâîîáðàçíûõ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.ï., à èìåííî,

FX(x) =

x∫

−∞
fX = P(X < x), (2.1.2)

íàçûâàþò ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.ï. X. Èç ñâîéñòâ ïåðâîîáðàçíîé ñëå-
äóåò, ÷òî FX � íåïðåðûâíàÿ, íåóáûâàþùàÿ íà R ôóíêöèÿ, FX(−∞) = 0,
FX(+∞) = 1. Â òî÷êàõ, ãäå íåïðåðûâíà ïëîòíîñòü fX , ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ, ïðè÷åì F ′

X = fX .

2.2. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè
ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ

Â ìåõàíèêå äëÿ êîìïàêòíîãî îïèñàíèÿ òî÷å÷íîé ñèñòåìû ìàññ èñ-
ïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìîìåíòû. Ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ñèñòåìû
ìàññ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâåí, êàê èçâåñòíî,

∑
k xk · mk.

Çäåñü xk � àáñöèññà òî÷êè, à mk � ìàññà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â ýòîé òî÷êå.
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Ïî àíàëîãèè, ïåðâûì íà÷àëüíûì ìîìåíòîì, èëè ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì äèñêðåòíîé ñ.ï. X íàçûâàþò ÷èñëî

M(X) =
∑

k

xk · pk,

ãäå xk � çíà÷åíèå ñ.ï. X , à pk � âåðîÿòíîñòü ýòîãî çíà÷åíèÿ.
Äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñ.ï. X ñ ïëîòíîñòüþ fX ïîíÿòèå ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ââîäèòñÿ òàê:

M(X) =

+∞∫

−∞
x · fX(x) dx.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äèñêðåòíîé ñ.ï. ñ÷åòíî, òî
ïåðâûé ìîìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ðÿäà. Â ýòîì ñëó÷àå âûäâè-
ãàåòñÿ òðåáîâàíèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà, òàê êàê åñëè ðÿä ñõî-
äèòñÿ íå àáñîëþòíî, òî åãî ñóììà çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ, à ýòî
íåâîçìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â ñîäåðæàòåëüíûõ çàäà÷àõ. Äëÿ àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíîé ñ.ï. òðåáóåòñÿ àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà, îïðå-
äåëÿþùåãî ïåðâûé ìîìåíò. Åñëè ðÿä (èíòåãðàë) íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî
ñõîäÿùèìñÿ, ãîâîðÿò, ÷òî ñ.ï. íå èìååò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∑

k pk = 1, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêðåòíîé
ñ.ï. ìîæíî çàïèñàòü òàê:

M(X) =
(∑

k

xk · pk

)/(∑

k

pk

)
.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñ.ï.

M(X) =
( +∞∫

−∞
x · fX(x) dx

)/( +∞∫

−∞
fX(x) dx

)

(ñðàâíèòå ñ ôèçè÷åñêèì ïîíÿòèåì öåíòðà ìàññ).
3. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå âìåñòî M(X) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ

îáîçíà÷åíèå E(X) (îò ñëîâà "expectation").
Â ôèçèêå ðàçáðîñ ìàññû ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî åå öåíòðà ìàññ õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ìîìåíòîì èíåðöèè. Ïî àíàëîãèè ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âòî-
ðîãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà, èëè äèñïåðñèè ñ.ï. X:

äëÿ äèñêðåòíîé ñ.ï. X

µ2(X) = D(X) =
∑

k

(xk −M(X))2 · pk, (2.2.1)
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äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé �

D(X) =

+∞∫

−∞
(x−M(X))2 · fX(x) dx. (2.2.1′)

Î÷åâèäíî, åñòü ñìûñë ãîâîðèòü î äèñïåðñèè ñ.ï. òîëüêî ïðè íàëè÷èè
ó íåå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Íî äàæå â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ íå
îáÿçàíà ñóùåñòâîâàòü (ðÿä èëè èíòåãðàë ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ).

Òåîðåìà. Äèñïåðñèÿ ñ.ï. ïîëîæèòåëüíà (åñëè îíà ñóùåñòâóåò).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðàë â ôîðìóëå (2.2.1′), î÷åâèäíî, íåîòðèöàòå-

ëåí. Áîëåå òîãî, åñëè îí ðàâåí íóëþ, òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà
íóëþ ïî÷òè âñþäó, ÷åãî íå ìîæåò áûòü ââèäó óñëîâèÿ (2.1.1).

Àíàëîãè÷íî, ñóììà â (2.2.1) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ñ.ï. X ïðèíèìàåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå M(X) ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1. Íî òàêóþ âûðîæäåííóþ ñèòóàöèþ ìû, êàê óæå ãîâîðèëîñü, íå
ðàññìàòðèâàåì. ¥

Åñëè ó ñ.ï. åñòü äèñïåðñèÿ, òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì óêëîíåíèåì
(èíîãäà ãîâîðÿò îòêëîíåíèåì) ýòîé ñ.ï. íàçûâàþò ÷èñëî

σ(X) =
√

D(X).

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå óêëîíåíèå åñòü ìåðà ðàçáðîñà çíà÷åíèé ñ.ï. îòíî-
ñèòåëüíî åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Äîêàæåì òåïåðü âàæíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü X � ñ.ï., èìåþùàÿ äèñ-
ïåðñèþ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

P (|X −M(X)| ≥ ε) ≤ D(X)

ε2

(ïðè ìàëûõ ε (ε ≤ σ(X)) ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì).
Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñ.ï. Íåðàâåíñòâî

D(X) =

+∞∫

−∞
(x−M(X))2 · fX(x) dx ≥

≥
M(X)−ε∫

−∞
(x−M(X))2 · fX(x) dx +

+∞∫

M(X)+ε

(x−M(X))2 · fX(x) dx

ñëåäóåò èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ |x−M(X)| ≥ ε, ìîæíî çàïèñàòü
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D(X) ≥ ε2 ·
( M(X)−ε∫

−∞
fX(x) dx +

+∞∫

M(X)+ε

fX(x) dx

)
=

= ε2 ·
∫

|x−M(X)|≥ε

fX(x) dx = ε2 · P (|X −M(X)| ≥ ε) .

Äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî èìåíóåòñÿ íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà. Åãî
÷àñòî èíòåðïðåòèðóþò òàê: áîëüøèå óêëîíåíèÿ ñ.ï. îò åå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìàëîâåðîÿòíû.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ â êàêîé-òî ìåðå õàðàêòåðè-
çóþò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.ï. Îäíàêî ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
ñêîëüêî óãîäíî çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ äàííûìè ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé. Â òî æå âðåìÿ åñòü çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ
êîòîðûõ äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî ýòè ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.

Óêàæåì åùå îäíó ÷àñòî âñòðå÷àþùóþñÿ ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó.
Ìîäîé ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñ.ï. íàçûâàþò àáñöèññó
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà åå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå
èìååò íå îäíó ìîäó, òî åãî íàçûâàþò ìíîãîìîäàëüíûì.

2.3. Íåêîòîðûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ,
âñòðå÷àþùèåñÿ â ïðèëîæåíèÿõ

1. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè26. Òàê íàçûâàåòñÿ ñåìåé-
ñòâî äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè n ∈ N è p ∈ ]0, 1[:

Ω = {0, 1, . . . , n} ; P (X = m) =
(n
m

)
·pm·(1−p)n−m; m = 0, 1, . . . n.

Çäåñü
(n

m

)
= n!

m! · (n−m)!
� ÷èñëî ñî÷åòàíèé27 èç n ýëåìåíòîâ ïî m.

Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: ýêñ-
ïåðèìåíò ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ îäíèì èç äâóõ èñõîäîâ: óñïåõ èëè íåóäà-
÷à. Âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàâíà p. Ýêñïåðèìåíò ïîâòîðÿþò n ðàç. Ñ.ï. �
êîëè÷åñòâî óñïåõîâ.

26ÁÅÐÍÓËËÈ (Bernoulli) � ñåìüÿ øâåéöàðñêèõ ó÷åíûõ. Ðàñïðåäåëåíèå íîñèò èìÿ
ßêîáà I ÁÅÐÍÓËËÈ (1654-1705), áëàãîäàðÿ ðàáîòàì êîòîðîãî òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé
ñòàëà èãðàòü âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ.

27Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå âìåñòî
(

n
m

)
÷àñòî ïèøóò Cm

n (îáðàòèòå âíèìàíèå íà
ðàñïîëîæåíèå áóêâ n è m â ýòèõ ñèìâîëàõ!).
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Íàçâàíèå "áèíîìèàëüíîå" îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîâïàäàþò ñ ÷ëåíàìè áèíîìà Íüþòîíà (a + b)n ïðè
a = p, b = 1− p. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

n∑
m=0

(n

m

)
· pm · (1− p)n−m = 1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè áèíîìè-
àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íóæíà íåêîòîðàÿ òåõíèêà ñóììèðîâàíèÿ, êîòî-
ðàÿ íå èìååò îòíîøåíèÿ ê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïîýòîìó çäåñü, êàê è â
äàëüíåéøåì, ìû ëèøü ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû:

M(X) =
n∑

m=0

m ·
(n
m

)
· pm · (1− p)n−m = n · p,

D(X) =
n∑

m=0

(m− n · p)2 ·
(n

m

)
· pm · (1− p)n−m = n · p · (1− p).

Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó ïðèìåðó â ï.2.6.
Îòìåòèì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî p · (1−p) = 0.25− (p−0.5)2 ≤ 0.25,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò D(X) ≤ 0.25 · n.
2. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðîì p ∈ ]0, 1[:
Ω = N ; P (X = n) = p · (1− p)n−1.

Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: âå-
ðîÿòíîñòü óñïåõà â îäíîì ýêñïåðèìåíòå ðàâíà p; ýêñïåðèìåíò ïîâòîðÿþò
äî ïåðâîãî óñïåõà. Ñ.ï. � êîëè÷åñòâî ïîâòîðåíèé ýêñïåðèìåíòà28.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
+∞∑
n=1

p · (1− p)n−1 =
p

1− (1− p)
= 1.

Äàëåå, âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

M(X) =
+∞∑
n=1

n · p · (1− p)n−1 =
1

p
,

D(X) =
+∞∑
n=1

(n− 1/p)2 · p · (1− p)n−1 =
1− p

p2 .

28Ïðè p = 1/2 ýòî ðàñïðåäåëåíèå óæå âñòðå÷àëîñü â ãëàâå 1.
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3. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äèñ-
êðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðîì λ > 0:

Ω = N ∪ {0}; P (X = n) = exp(−λ) · λ
n

n!
.

Î÷åâèäíî, ÷òî
+∞∑
n=0

exp(−λ) · λ
n

n!
= exp(−λ) · exp(λ) = 1.

Äàëåå, âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

M(X) =
+∞∑
n=0

n · exp(−λ) · λ
n

n!
= λ;

D(X) =
+∞∑
n=0

(n− λ)2 · exp(−λ) · λ
n

n!
= λ.

4. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå � äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè x0 ∈ R è ∆ > 0:

fX(x) =

{
const, åñëè |x− x0| ≤ ∆,

0, åñëè |x− x0| > ∆.

Òàêèì îáðàçîì, "âåðîÿòíîñòíàÿ ìàññà" (ðàâíàÿ 1) ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíà ïî ïðîìåæóòêó äëèíîé 2∆ (ñ öåíòðîì â òî÷êå x0). Ïîýòîìó
çíà÷åíèå êîíñòàíòû ðàâíî 1

2∆ .
Îäíà èç âîçìîæíûõ èíòåðïðåòàöèé: ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé

ñ÷èòàþò (ïî-âèäèìîìó, íå áåç îñíîâàíèÿ) ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ â
öèôðîâûõ èçìåðèòåëüíî-âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâàõ.

Î÷åâèäíî,

M(X) =

x0+∆∫

x0−∆

x · 1

2∆
dx = x0; D(X) =

x0+∆∫

x0−∆

(x− x0)
2 · 1

2∆
dx =

∆2

3
.

5. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå � äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè m ∈ R è σ > 0
(ðèñ.2.1):

fX(x) =
1√

2π · σ · exp
(
−(x−m)2

2σ2

)
.

Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî
+∞∫
−∞

fX = 1, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûé èç êóðñà ìà-

òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èíòåãðàë Ïóàññîíà
+∞∫
−∞

exp(−y2) dy =
√

π.
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0

1√
2πσ

m

Ðèñ.2.1. Ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè m è σ

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

M(X) =
1√

2π · σ ·
+∞∫

−∞
x · exp

(
−(x−m)2

2σ2

)
dx = m;

D(X) =
1√

2π · σ ·
+∞∫

−∞
(x−m)2 · exp

(
−(x−m)2

2σ2

)
dx = σ2.

6. Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè � äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè x0 ∈ R è a > 0 (ðèñ.2.2):

fX(x) =
a

π
· 1

a2 + (x− x0)
2 .

1
aπ

x0

Ðèñ.2.2. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè x0 è a

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
+∞∫

−∞
fX =

1

π
· arctg

(x− x0

a

)∣∣∣
x=+∞

x=−∞
= 1.

Ñðàâíèâàÿ ðèñ.2.1 è ðèñ.2.2, ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
Êîøè î÷åíü ïîõîæå íà íîðìàëüíîå. Îäíàêî èíòåãðàë
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+∞∫

−∞
x · a

π
· 1

a2 + (x− x0)
2 dx

ðàñõîäèòñÿ, è ñëåäîâàòåëüíî, ó ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè íåò íè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ, íè äèñïåðñèè. Â òî æå âðåìÿ ðàñïðåäåëåíèå Êîøè
èìååò åäèíñòâåííóþ ìîäó (x0).

2.4. Ñëó÷àéíûé âåêòîð
Ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì èçìåðÿåòñÿ çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè-
÷èíû. Äëÿ îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì îäíîâðåìåííî ôèêñèðóþò-
ñÿ çíà÷åíèÿ íåñêîëüêèõ âåëè÷èí, ñëóæèò ïîíÿòèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà29.

Äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð çàäàåòñÿ òàáëèöåé, â êîòîðîé ïåðå-
÷èñëåíû âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà, è êàæäîìó çíà÷åíèþ ïðèïè-
ñàíà âåðîÿòíîñòü.

Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð X çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ
åãî ðàñïðåäåëåíèÿ � íåîòðèöàòåëüíîé êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé
fX : Rn → R, òàêîé, ÷òî ∫

Rn

fX = 1. (2.4.1)

Ïðè ýòîì êàæäîé îáëàñòè G ⊂ Rn ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé ñîîòâåò-
ñòâóåò âåðîÿòíîñòü

P(X ∈ G) =

∫

G

fX .

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çàäàíèå
íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåäîñòàòî÷íî äëÿ
çàäàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.

Ïðèìåðû. 1. Áðîñàåòñÿ ïðàâèëüíàÿ êîñòü. Ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ
X1 ðàâíà åäèíèöå, åñëè ðåçóëüòàò ÷åòíûé, è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî P(X1 = 0) = P(X1 = 1) = 1/2.

Îïðåäåëèì åùå ñ.ï. X2, ðàâíóþ åäèíèöå, åñëè íà êîñòè âûïàëî
÷èñëî, áîëüøåå òðåõ, è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî
P(X2 = 0) = P(X2 = 1) = 1/2.

29â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èíîãäà èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå "ñ.â."
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Åñëè ïðîâåñòè äâå ðàçëè÷íûå ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ, â îäíîé èç êî-
òîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñ.ï. X1, à â äðóãîé � X2, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äëÿ
êàæäîé èç íèõ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû åäèíèö è íóëåé áóäóò áëèçêè ê
1/2. Íî îòëè÷èòü èõ äðóã îò äðóãà èëè óâèäåòü ñâÿçü ìåæäó íèìè ïî
ðåçóëüòàòàì ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ íåâîçìîæíî.

Åñëè æå â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå îïðåäåëÿòü è X1, è X2, òî (ïðî-
âåðüòå ýòî!) ìû ïîëó÷èì äâóìåðíûé äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð X,
çàäàííûé òàáëèöåé:

x2\x1 0 1
0 1/3 1/6
1 1/6 1/3

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ïðîñòðàíñòâî ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé) ñîñòàâëÿþò ÷åòûðå ÷èñëîâûõ âåêòîðà:

[
0
0

]
,

[
0
1

]
,

[
1
0

]
,

[
1
1

]
.

Èõ âåðîÿòíîñòè çàïèñàíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòêàõ òàáëèöû.
Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòî-

ðîâ, ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå.
Ïðèìåðû. 2. Äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåííûé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, çàäàåòñÿ
ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

fX : R2 → R; fX(x) =

{
const, åñëè x ∈ G,

0, åñëè x /∈ G.

Òàêèì îáðàçîì, åäèíè÷íàÿ "âåðîÿòíîñòíàÿ ìàññà" ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíà ïî îáëàñòè G. Ïîýòîìó çíà÷åíèå êîíñòàíòû ðàâíî 1

S(G)
.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ n-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûé â n-ìåðíîé îáëàñòè.

3. n-ìåðíûé íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûé ñëó÷àéíûé âåêòîð çàäàåòñÿ
ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

fX(x) =
1

(2π)n/2
√

det(B)
· exp

(
−1

2

〈
B−1(x−m), (x−m)

〉)
. (2.4.2)

Çäåñü m = [m1, . . . , mn]
T ∈ Rn, B � ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííàÿ (n× n)-ìàòðèöà.
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Ïðîâåðèì, ÷òî
∫
Rn

fX = 1. Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå Õîëåö-
êîãî:

B = H∗H,

ãäå H � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ñäåëàåì â èíòåãðàëå "ïîäñòàíîâ-
êó" x = m + H∗y. Ïîëó÷èì

∫

Rn

1

(2π)n/2
√

det(B)
· exp

(
−1

2

〈
B−1(x−m), (x−m)

〉)
=

=

∫

Rn

|det(H∗)|
(2π)n/2

√
det(B)

· exp
(
−1

2

〈
B−1H∗y,H∗y

〉)
.

Çàìå÷àÿ, ÷òî |det(H∗)| = |det(H)| =
√

det(B), è
〈
B−1H∗y, H∗y

〉
=

〈
H(H∗H)−1H∗y, y

〉
= 〈y, y〉,

èìååì
∫

Rn

fX =
1

(2π)n/2 ·
∫

Rn

exp
(
−y2

1 + · · ·+ y2
n

2

)
dy1 . . . dyn =

=
n∏

k=1

( 1√
2π

+∞∫

−∞
exp

(
−y2

k

2

)
dyk

)
= 1

(âñå îäíîìåðíûå èíòåãðàëû ðàâíû 1, êàê ñëåäóåò èç ïðèìåðà 5 ï.2.3).
Åñëè çàäàí ñëó÷àéíûé âåêòîð X ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, òî ìîæíî ïî-

ñòðîèòü ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå X1, . . . , Xn � êîîðäèíàòû X . Ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé êàæäîé òàêîé ñ.ï. èçâåñòíî. Òðåáóåòñÿ ëèøü óêàçàòü ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà íåì.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ïðè-
ìåð 1). Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñ.ï. X1 � ýòî Ω = {0, 1}. Ñîáûòèå X1 =
0 åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé: (X1 = 0, X2 = 0) è
(X1 = 0, X2 = 1). Ïîýòîìó P(X1 = 0) = 1/3 + 1/6 = 1/2. Àíàëîãè÷íî,
P(X1 = 1) = 1/6 + 1/3 = 1/2.

Ìû íàøëè ðàñïðåäåëåíèå ñ.ï. X1 � ïåðâîé êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà X . Åñòåñòâåííî, îíî ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì, êîòîðîå ìû
ïîëó÷èëè, ðàññìàòðèâàÿ ñ.ï. X1 îòäåëüíî îò X2.
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Îáîáùàÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîå-
íèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà,
åñëè èçâåñòåí âåñü ñ.â.:

P(Xk = xk) =
∑
x1

· · ·
∑
xk−1

∑
xk+1

· · ·
∑
xn

P(X = x).

Äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû ñóììèðóþòñÿ âåðîÿòíî-
ñòè âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, íà êîòîðûõ ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ.

Â ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñóììèðîâà-
íèå çàìåíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì:

fXk
(xk) =

+∞∫

−∞
dx1 . . .

+∞∫

−∞
dxk−1

+∞∫

−∞
dxk+1 . . .

+∞∫

−∞
fX(x) dxn.

Ïðèìåðû. 4. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð Y ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà
ïðÿìîóãîëüíèêå |y1| ≤ a, |y2| ≤ b (a > 0, b > 0). Òîãäà

fY : R2 → R ; fY (y) =

{ 1
4ab , åñëè |y1| ≤ a è |y2| ≤ b,

0, åñëè |y1| > a èëè |y2| > b;

fY1
(y1) =

+∞∫

−∞
fY (y1, y2) dy2 =

{ 1
2a , åñëè |y1| ≤ a,

0, åñëè |y1| > a;

fY2
(y2) =

+∞∫

−∞
fY (y1, y2) dy1 =

{ 1
2b , åñëè |y2| ≤ b,

0, åñëè |y2| > b.

Êîîðäèíàòû ýòîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà ñåã-
ìåíòàõ |y1| ≤ a è |y2| ≤ b ñîîòâåòñòâåííî.

5. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð Z ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà êðóãå
‖z‖ ≤ r. Òîãäà

fZ : R2 → R ; fZ(z) =

{ 1
πr2 , åñëè ‖z‖ ≤ r,

0, åñëè ‖z‖ > r;

fZ1
(z1) =

+∞∫

−∞
fZ(z1, z2)dz2 =

{
2

πr2

√
r2 − z2

1, åñëè |z1| ≤ r,

0, åñëè |z1| > r;

fZ2
(z2) =

+∞∫

−∞
fZ(z1, z2)dz1 =

{
2

πr2

√
r2 − z2

2, åñëè |z2| ≤ r,

0, åñëè |z2| > r.
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Êîîðäèíàòû ýòîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî (íî
íåðàâíîìåðíî!).

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî çíàíèå ðàñïðåäåëåíèé êîîðäèíàò íå äàåò,
âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíîñòè ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîãî ìû ââåäåì
âàæíîå íîâîå ïîíÿòèå.

Êîîðäèíàòû äèñêðåòíîãî ñ.â. íàçûâàþòñÿ (ñòàòèñòè÷åñêè) íåçà-
âèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè, åñëè

P(X1 = x1, . . . Xn = xn) =
n∏

k=1

P(Xk = xk)

äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé x = (x1, . . . , xn) ýòîãî âåêòîðà.
Âîçâðàùàÿñü ê ïðèìåðó 1, âèäèì, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà X ñòà-

òèñòè÷åñêè çàâèñèìû, òàê êàê, íàïðèìåð, P(X1 = 0, X2 = 1) = 1/6, íî
P(X1 = 0) ·P(X2 = 1) = 1/4.

Êîîðäèíàòû àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñ.â. íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè â ñîâîêóïíîñòè, åñëè

fX(x) = fX1
(x1) · fX2

(x2) . . . fXn
(xn),

ò.å. åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ åãî êîîðäèíàò.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ïðèìåðå 4 ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, ò.å. êîîðäè-
íàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû. À âîò â ïðèìåðå 5
êîîðäèíàòû îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè.

Î÷åâèäíî, åñëè êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X íåçàâèñèìû â
ñîâîêóïíîñòè, òî ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿìè åãî êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èçó÷àòü ñ.ï. X1, . . . , Xn ïî
îòäåëüíîñòè.

Â ïðèëîæåíèÿõ ýêñïåðèìåíò ÷àñòî ñòàðàþòñÿ ïëàíèðîâàòü
òàê, ÷òîáû "èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé" êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà (ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýêñïåðèìåíòà) ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü
íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ñóùåñòâåííî
óïðîùàåò çàäà÷ó è óäåøåâëÿåò åå ðåøåíèå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
îòâåòñòâåííîñòü çà ïðàâèëüíîñòü ýòèõ "ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé"
íåñåò ýêñïåðèìåíòàòîð.
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2.5. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì n-ìåðíîãî ñ.â. X íà-

çûâàåòñÿ ÷èñëîâîé âåêòîð m ∈ Rn, âû÷èñëÿåìûé ïî ïðàâèëó:
â äèñêðåòíîì ñëó÷àå

m = M(X) =
∑

x

x ·P(X = x)

(ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì ñëó÷àéíîãî âåêòîðà);
â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå

m = M(X) =

∫

Rn

x · fX(x)

(íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå âåêòîðà âûïîëíÿåòñÿ ïîêîîðäèíàòíî).
Âû÷èñëèì ïåðâóþ êîîðäèíàòó âåêòîðà M(X) äëÿ äèñêðåòíîãî ñ.â.:

m1 =
∑
x1

x1 ·
∑

x2,...,xn

P(X = x) =
∑
x1

x1 ·P(X1 = x1) = M(X1)

(ñóììèðîâàíèå ïî x2, . . . xn äàåò ðàñïðåäåëåíèå X1).
Â ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñ.â.

m1 =

+∞∫

−∞
x1 dx1

∫

Rn−1

fX(x) dx2 . . . dxn =

+∞∫

−∞
x1 · fX1

(x1) dx1 = M(X1)

(èíòåãðèðîâàíèå ïî x2, . . . , xn äàåò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ X1).
Àíàëîãè÷íî, mk = M(Xk), k = 1, . . . , n.
Èòàê, êîîðäèíàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

ðàâíû ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò ýòîãî
âåêòîðà. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü âñåõ
÷èñëîâûõ ðÿäîâ èëè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Îïðåäåëåíèå. Êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé n-ìåðíîãî ñ.â. X íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ïðàâèëó:

B(X) = cov(X) =
∑

x

(x−M(X)) · (x−M(X))T ·P(X = x)

â äèñêðåòíîì ñëó÷àå (ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì ñ.â.);

B(X) = cov(X) =

∫

Rn

(x−M(X)) · (x−M(X))T · fX(x)

â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå (ìàòðèöà èíòåãðèðóåòñÿ ïîýëåìåíòíî).
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Ïîñêîëüêó (x − M(X)) · (x − M(X))T � ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî è
B(X) � ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Âû÷èñëèì åå ïåðâûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò
äëÿ äèñêðåòíîãî ñ.â.:

b11 =
∑
x1

(x1 −m1)
2 ·

∑
x2,...,xn

P(X = x) =

=
∑
x1

(x1 −m1)
2 · P(X1 = x1) = D(X1).

Â ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñ.â.

b11 =

+∞∫

−∞
(x1 −m1)

2 dx1

∫

Rn−1

fX(x) dx2 . . . dxn =

=

+∞∫

−∞
(x1 −m1)

2 · fX1
(x1) dx1 = D(X1).

Àíàëîãè÷íî, bkk = D(Xk), k = 1, . . . , n.
Òàêèì îáðàçîì, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

ðàâíû äèñïåðñèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû B(X):

bkj = bjk =
∑

x

(xk −mk)(xj −mj) ·P(X = x)

â äèñêðåòíîì ñëó÷àå;

bkj = bjk =

∫

Rn

(xk −mk)(xj −mj) · fX(x)

â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå.
×èñëî bkj íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèåé êîîðäèíàò Xk è Xj, èëè èõ âòî-

ðûì ñìåøàííûì öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì (÷èòàòåëþ, çíàêîìîìó ñ ìå-
õàíèêîé, ðåêîìåíäóåì âñïîìíèòü öåíòðîáåæíûé ìîìåíò èíåðöèè).

Íàïîìèíàåì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèöû êîâàðèàöèé òðåáó-
åòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è àáñîëþòíàÿ
ñõîäèìîñòü âñåõ îïðåäåëÿþùèõ åå ýëåìåíòû ðÿäîâ (èíòåãðàëîâ).

Âàæíîå ñâîéñòâî ìàòðèöû êîâàðèàöèé äîêàçûâàåò
Òåîðåìà. Ìàòðèöà B(X) íåîòðèöàòåëüíà îïðåäåëåíà, ò.å.

〈
B(X) α, α

〉 ≥ 0 äëÿ ëþáîãî α ∈ Rn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ∈ Rn. Äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòî-
ðà X èìååì

〈
B(X) α, α

〉
= αTB(X) α =

∑
x

αT (x−m) · (x−m)Tα ·P(X = x) =

=
∑

x

|〈(x−m), α〉|2 ·P(X = x); (2.5.1)

àíàëîãè÷íî, äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
〈
B(X) α, α

〉
=

∫

Rn

|〈(x−m), α〉|2 · fX(x). (2.5.1′)

Èíòåãðàë â (2.5.1′), î÷åâèäíî, íåîòðèöàòåëåí. Áîëåå òîãî, åñëè α 6= θn,
òî îí íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, èáî â ñèëó (2.4.1) è êóñî÷íîé íåïðåðûâ-
íîñòè fX íàéäåòñÿ îáëàñòü, â êîòîðîé îáà ñîìíîæèòåëÿ ïîëîæèòåëüíû.

Àíàëîãè÷íî, åñëè α 6= θn, òî ñóììà â (2.5.1) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âñå òî÷êè x, äëÿ êîòîðûõ P(X = x) > 0, ðàñïî-
ëîæåíû â ïëîñêîñòè 〈(x −m), α〉 = 0. À ýòî ðàâåíñòâî, êàê èçâåñòíî èç
êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, îçíà÷àåò, ÷òî îäíà èç êîîðäèíàò âåêòîðà x−m

åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ:

xk = mk − 1

αk

∑

j 6=k

αj · (xj −mj). (2.5.2)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà êîâàðèàöèè ÿâëÿåòñÿ äàæå ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîé, çà èñêëþ÷åíèåì âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà îäíà èç êîîðäè-
íàò ñ.â. � ïîëèíîì ïåðâîé ñòåïåíè îò îñòàëüíûõ êîîðäèíàò. ¥

Ïðèìåðû. Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ,
ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

1. Äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð èç ïðèìåðà 1.
x2\x1 0 1
0 1/3 1/6
1 1/6 1/3

m1 = M(X1) = 0 · (1/3 + 1/6) + 1 · (1/6 + 1/3) = 1/2.

Àíàëîãè÷íûå ïîäñ÷åòû äàþò

M(X) =

[ 1
2
1
2

]
; cov(X) =

[ 1
4

1
12

1
12

1
4

]
.
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2. Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð èç ïðèìåðà 4:

fY : R2 → R ; fY (y) =

{ 1
4ab , åñëè |y1| ≤ a è |y2| ≤ b,
0, åñëè |y1| > a èëè |y2| > b.

m1 = M(Y1) =

+∞∫

−∞
y1 · fY1

(y1) dy1 =
1

2a
·

a∫

−a

y1 dy1 = 0

(èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíêöèè ïî ñèììåòðè÷íîìó îòíîñèòåëüíî íóëÿ
ïðîìåæóòêó ðàâåí íóëþ). Àíàëîãè÷íî, m2 = 0, ò.å. M(Y ) = [0, 0]T .

b11 = D(Y1) =

+∞∫

−∞
(y1 −m1)

2 · fY1
(y1) dy1 =

1

2a
·

a∫

−a

(y1 − 0)2 dy1 = a2/3.

Àíàëîãè÷íî, b22 = D(Y2) = b2/3. Äàëåå, âû÷èñëèì b12 = b21:
∫

R2

(y1 −m1)(y2 −m2) · fY (y1, y2) dy1 dy2 =
1

4ab
·

a∫

−a

y1 dy1

b∫

−b

y2 dy2 = 0

(èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíêöèè ïî ñèììåòðè÷íîìó îòíîñèòåëüíî íóëÿ
ïðîìåæóòêó ðàâåí íóëþ). Èòàê,

cov(Y ) =

[
a2

3 0

0 b2

3

]
.

3. Äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà èç ïðèìåðà 5

fZ : R2 → R ; fZ(z) =

{ 1
πr2 , åñëè ‖z‖ ≤ r,

0, åñëè ‖z‖ > r

àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè äàþò

M(Z) =

[
0
0

]T

; cov(Z) =

[
r2

4 0

0 r2

4

]
.

4. Äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ ïàðàìåò-
ðàìè m è B (ïðèìåð 3), íå ïðèâîäÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê,
óêàæåì, ÷òî M(X) = m, cov(X) = B.

Èíîãäà âìåñòî êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû èñïîëüçóþò êîððåëÿöèîí-
íóþ ìàòðèöó, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

rjk =
bjk√

bjj · bkk

.
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Î÷åâèäíî, ÷òî rii = 1. Ïîêàæåì, ÷òî |rik| ≤ 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè-
ìåíèâ äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó ê âåêòîðó

α = λe(j) − e(k)

(çäåñü λ ∈ R , à e(j) è e(k) � âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà), ïîëó÷èì

b2
jjλ

2 − 2bjkλ + b2
kk ≥ 0.

Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí âñþäó íåîòðèöàòåëåí, òîëüêî
åñëè åãî äèñêðèìèíàíò íåïîëîæèòåëåí. Ïîýòîìó b2

jk − (bjjbkk)
2 ≤ 0, èëè

r2
jk ≤ 1, ò.å. |rjk| ≤ 1.

Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî |rjk| = 1 îçíà÷àåò, ÷òî êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà Xj −M(Xj) è Xk −M(Xk) ëèíåéíî çàâèñèìû30 (ñì. (2.5.2)).

×èñëî rjk íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ìåæäó ñëó÷àé-
íûìè ïåðåìåííûìè Xj è Xk. Åñëè rjk = 0, òî ñ.ï. Xj è Xk íàçûâàþòñÿ
íåêîððåëèðîâàííûìè.

Ïîêàæåì, ÷òî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå íåêîððåëèðîâà-
íû. Ïóñòü fX(x1, x2) = fX1

(x1) · fX2
(x2). Òîãäà

b12 =

∫

R2

(x1 −m1)(x2 −m2)fX1
(x1)fX2

(x2) dx1dx2 =

=
( +∞∫

−∞
(x1 −m1)fX1

(x1) dx1

)
×

( +∞∫

−∞
(x2 −m2)fX2

(x2) dx2

)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ ðàâåí íóëþ. Ïî-
ýòîìó b12 = 0.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ (ñëó-
÷àéíûå âåêòîðû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà ïðÿìîóãîëüíèêå è íà
êðóãå) êîîðäèíàòû ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ îêàçàëèñü íåêîððåëèðîâàííûìè.
Â òî æå âðåìÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîîðäèíàòû
ïåðâîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íåçàâèñèìû, à âòîðîãî � çàâèñèìû. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàâåíñòâî íóëþ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ ñ.ï.
íå íåñåò íèêàêîé èíôîðìàöèè î íàëè÷èè ñòàòèñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè
ìåæäó íèìè. Ê ñîæàëåíèþ, ñëîâî "êîððåëÿöèÿ" èíîãäà óïîòðåáëÿåò-
ñÿ â ñìûñëå "ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü". Èñòîðè÷åñêèå ïðè÷èíû ýòîé
ïóòàíèöû áóäóò èçëîæåíû íèæå.

30Íå ïóòàéòå ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñî ñòàòèñòè÷åñêîé!
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Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîîðäèíàòû íîðìàëüíîãî ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñ.ï.:

fXk
(xk) =

1√
2π · σk

· exp
(
−(xk −mk)

2

2σ2
k

)
(σk =

√
bkk).

Åñëè êîîðäèíàòû íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ïîïàðíî íåêîð-
ðåëèðîâàíû, òî B = diag [σ2

1, . . . , σ
2
n] è

fX(x1, . . . , xn) =
1

(
√

2π)nσ1 . . . σn

×

× exp
(
−(x1 −m1)

2

2σ2
1

− · · · − (xn −mn)
2

2σ2
n

)
= fX1

(x1) · fX2
(x2) . . . fXn

(xn).

Òàêèì îáðàçîì (â èñêëþ÷åíèå èç îáùåãî ïðàâèëà), íåêîððåëèðîâàí-
íîñòü êîîðäèíàò íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ðàâíîñèëüíà èõ íåçà-
âèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè.

2.6. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ
Ïóñòü çàäàí ñëó÷àéíûé âåêòîð X, ò.å. çàäàíî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-

òàðíûõ ñîáûòèé ΩX ⊂ Rn, è íà íåì çàäàíû ëèáî âåðîÿòíîñòè (äëÿ äèñ-
êðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà), ëèáî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé (äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà).

Çàäàäèì òåïåðü ôóíêöèþ φ : ΩX → Rm è îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
åå çíà÷åíèé ΩY . Òîãäà íà ΩY åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ïîðîæäàåìîå ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà ΩX :
âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ñîáûòèÿ A ⊂ ΩY ðàâíà âåðîÿòíîñòè åãî ïîëíî-
ãî ïðîîáðàçà, ò.å. ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê èç ΩX , êîòîðûå ïåðåâîäÿòñÿ â
A ôóíêöèåé φ. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íîâûé ñëó÷àéíûé âåêòîð,
îáîçíà÷àåìûé Y = φ(X).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé îáðàçà äèñêðåòíîãî
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Y = φ(X) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

P(Y = y) =
∑

{x|φ(x)=y}
P(X = x).

Ïðèìåð. Ïóñòü ΩX = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}, è âñå çíà÷åíèÿ ðàâíî-
âåðîÿòíû. Çàäàäèì ôóíêöèþ g : ΩX → R ôîðìóëîé g(x) = x2. Âèäíî,
÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñ.ï. Y = X2 ΩY = {0, 1, 4, 9}. Ïðè ýòîì ó çíà-
÷åíèÿ 0 îäèí ïðîîáðàç, à ó îñòàëüíûõ çíà÷åíèé � ïî äâà. Òåïåðü ëåãêî
ñîñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòè âñåõ çíà÷åíèé. Ñ.ï. Y çàäàíà òàáëèöåé:
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y 0 1 4 9
P(y) 1/7 2/7 2/7 2/7

Âîïðîñ î ïðåîáðàçîâàíèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ëåãêî ðåøàåòñÿ, åñëè φ � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ, âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùàÿ ΩX ⊂ Rn íà ΩY ⊂ Rn,
ïðè÷åì det(φ′) 6= 0. Â ýòîé ñèòóàöèè X ∈ G ⇐⇒ Y ∈ φ(G). Ïîýòîìó
P(X ∈ G) = P(Y ∈ φ(G)), è ïî òåîðåìå î ïðåîáðàçîâàíèè èíòåãðàëà∫

G

fX =

∫

φ(G)

fY =

∫

G

(fY ◦ φ) · |det(φ′)|. (2.6.1)

Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé îáëàñòè G

ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè ñëåâà è ñïðàâà
â (2.6.1) ñîâïàäàþò, îòêóäà

fY (φ(x)) =
fX(x)

|det(φ′(x))| .

Åñëè îòîáðàæåíèå φ íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, òî âîïðîñ
î ðàñïðåäåëåíèè Y = φ(X) áîëåå ñëîæåí. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà
ñëó÷àå, êîãäà φ : ΩX → R � ôóíêöèîíàë.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì (2.1.2) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

FY (y) = P(φ(X) < y) =

∫

{x|φ(x)<y}

fX . (2.6.2)

Åñëè óäàåòñÿ âû÷èñëèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ïëîòíîñòü fY íàõî-
äèòñÿ èç íåå äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Ïðèìåðû. 1. Ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ñèíóñîèäàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå u = Umax · sin(ϕ). Èçìåðåíèå ìãíîâåííîãî çíà-
÷åíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè, ò.å. ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñ.ï. Φ (ôàçà) ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà ]− π, π]:

fΦ(ϕ) =

{ 1
2π , åñëè −π < ϕ ≤ π,
0, åñëè ϕ ≤ −π èëè ϕ > π.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îïðåäåëåíà ñ.ï. U , çíà÷åíèÿ êîòîðîé çàïîëíÿþò ñåã-
ìåíò ΩU = [−Umax, Umax]. Íàéäåì ïëîòíîñòü åå ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëîæèâ
äëÿ óïðîùåíèÿ, ÷òî Umax = 1.

Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ FU(u) = P(U < u). Î÷åâèäíî, ÷òî FU(u) = 0
ïðè u ≤ 1 è FU(u) = 1 ïðè u > 1.
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u

ϕ1 ϕ2−π
π

-

6

u

ϕ2ϕ1
−π

π
-

6

Ðèñ.2.3

Íà ðèñ.2.3 âûäåëåí ó÷àñòîê îñè àáñöèññ, íà êîòîðîì U < u: ââåðõó
äëÿ u ∈ ]− 1, 0[ , à âíèçó � äëÿ u ∈ [0, 1]. Âèäíî, ÷òî ïðè −1 < u < 0

FU(u) = P(U < u) =
ϕ2 − ϕ1

2π
=

π + 2arcsin(u)

2π
,

à ïðè 0 ≤ u ≤ 1

FU(u) = P(U < u) =
ϕ1 + 2π − ϕ2

2π
=

π + 2arcsin(u)

2π
.

Èòàê,

FU(u) =





0 ïðè u ≤ −1,
π + 2arcsin(u)

2π ïðè −1 ≤ u ≤ 1,

1 ïðè u ≥ 1.

Äèôôåðåíöèðóÿ, íàéäåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fU(u) = F ′
U(u) =





1

π
√

1− u2
ïðè |u| < 1,

0 ïðè |u| > 1

(ïðè u = ±1 ïëîòíîñòü íå îïðåäåëåíà).
Ìû ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìûé çàêîí àðêñèíóñà.
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2. Çàäàí äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð X ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ fX . Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñ.ï. Y = X1 + X2.

Ôîðìóëà (2.6.2) äàåò

FY (y) =

∫

{x|x1+x2<y}

fX(x1, x2) dx1 dx2.

Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî {x ∈ R2| x1+x2 < y} � ïîëóïëîñêîñòü (ðèñ.2.4).
x2

y
x1

6

-

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@@

Ðèñ.2.4
Ïðåîáðàçóåì äâîéíîé èíòåãðàë â ïîâòîðíûé:

FY (y) =

+∞∫

−∞
dx1

y−x1∫

−∞
fX(x1, x2) dx2 =

+∞∫

−∞
dx1

y∫

−∞
fX(x1, z − x1) dz

(âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå ìû ñäåëàëè ïîäñòàíîâêó x2 = z − x1).
Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ïîâòîðíûé èíòåãðàë îáðàòíî â äâîéíîé, à çàòåì

� â ïîâòîðíûé â äðóãîì ïîðÿäêå ("ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ"):

FY (y) =

y∫

−∞
dz

+∞∫

−∞
fX(x1, z − x1) dx1.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî y, ïîëó÷èì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ:

fY (y) =

+∞∫

−∞
fX(x1, y − x1) dx1. (2.6.3)

Çàìå÷àíèå. Åñëè êîîðäèíàòû x1 è x2 íåçàâèñèìû, òî ôîðìóëà (2.6.3)
ïåðåïèøåòñÿ òàê:

fY (y) =

+∞∫

−∞
fX1

(x1) · fX2
(y − x1) dx1 = (fX1

∗ fX2
)(y). (2.6.4)
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Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ ñ.ï.
ðàâíà ñâåðòêå ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàãàåìûõ.

Ïðèìåðû. 3. Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñóììû êîîðäèíàò äâóìåðíîãî
íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (2.4.2)

m =

[
m1

m2

]
; B =

[
σ2

1 rσ1σ2

rσ1σ2 σ2
2

]

(r � êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè), èìååì

fX(x1, x2) =
1

2πσ1σ2
√

1− r2
×

× exp

(
−

(
x1−m1

σ1

)2 − 2r · x1−m1

σ1
· x2−m2

σ2
+

(
x2−m2

σ2

)2

2(1− r2)

)
.

Åñëè ïîäñòàâèòü fX â (2.6.3) è âû÷èñëèòü èíòåãðàë, òî ïîëó÷èì

fY (y) =
1√
2πσ

· exp

(
−(y −m)2

2σ2

)
,

ãäå m = m1 + m2; σ2 = σ2
1 + σ2

2 + 2r · σ1 · σ2.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è â n-ìåðíîì ñëó÷àå ñóììà êîîðäèíàò íîð-

ìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
4. Åñëè äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð X ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà

êâàäðàòå [−1, 1]× [−1, 1], òî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ï.2.4, åãî êîîðäèíàòû
íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ñåãìåíòå [−1, 1] :

fX1
(t) = fX2

(t) =

{ 1
2 ïðè |t| ≤ 1,
0 ïðè |t| > 1.

Ïî ôîðìóëå (2.6.4)

fX1+X2
(y) =

+∞∫

−∞
fX1

(t) · fX2
(y − t) dt.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ çäåñü îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ïðè âû-
ïîëíåíèè îäíîâðåìåííî äâóõ íåðàâåíñòâ: −1 ≤ t ≤ 1 è −1 ≤ y− t ≤ 1 (â
ýòîì ñëó÷àå îíà ðàâíà 1/4). Ïîýòîìó fX1+X2

(y) = 1/4 ·∆, ãäå ∆ � äëèíà
îáùåé ÷àñòè ïðîìåæóòêîâ [−1, 1] è [y − 1, y + 1].

166



−1 +1

y − 1 y + 1

Ðèñ.2.5

Èç ðèñ.2.5 âèäíî, ÷òî ïðè y ∈ [−2, 0] ∆ = (y + 1) − (−1) = y + 2.
Àíàëîãè÷íî, ïðè y ∈ ]0, 2] ∆ = 2 − y. Íàêîíåö, î÷åâèäíî, ÷òî ∆ = 0
ïðè |y| ≥ 2. Ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ X1 + X2 (òàê íàçûâàåìîå
òðåóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå) èçîáðàæåí íà ðèñ.2.6.

»»»»»»»»»»»»XXXXXXXXXXXX

0.5

−2 2
Ðèñ.2.6

Âû÷èñëèì òåïåðü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîâàðèàöèîííóþ ìàò-
ðèöó îáðàçà ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.

Ïóñòü X � n-ìåðíûé äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, φ : Rn → Rm ,

Y = φ(X). Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî
M(Y ) =

∑
x

φ(x) ·P(X = x). (2.6.5)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà X ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà

M(Y ) =

∫

Rn

φ(x) · fX(x) (2.6.5′)

(êàê âñåãäà, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðÿä èëè èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ).
Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû (2.2.1), (2.2.1′) ìîæíî òåïåðü ïåðåïèñàòü òàê:

D(X) = M
(
(X −M(X))2

)
. (2.6.6)

Äèñïåðñèÿ ñ.ï. � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
êâàäðàòà óêëîíåíèÿ ñ.ï. îò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëó (2.6.6) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü òàê:

D(X) = M
(
X2 − 2M(X) ·X + (M(X))2) = M(X2)−(M(X))2. (2.6.6′)
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Àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (2.6.5), èç îïðåäåëåíèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàò-
ðèöû äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà âèäíî, ÷òî

B(Y ) =
∑

x

(φ(x)−M(Y )) · (φ(x)−M(Y ))T ·P(X = x), (2.6.7)

è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà

B(Y ) =

∫

Rn

(φ(x)−M(Y )) · (φ(x)−M(Y ))T · fX(x). (2.6.7′)

Ïðèìåð. Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñëó÷àéíûõ ïåðåìåí-
íûõ.

Ïóñòü X � n-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, Y = α1X1 + . . . + αnXn.
Â ýòîì ñëó÷àå φ(x) = 〈x, α〉, ãäå α = [α1, . . . , αn]

T . Ïîýòîìó, âûíî-
ñÿ â ôîðìóëàõ (2.6.5), (2.6.5′) ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü α çà çíàê ñóììû
(èíòåãðàëà), ïîëó÷àåì

M(Y ) =
〈
M(X), α

〉
(2.6.8)

(â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî M(X) ñóùåñòâóåò).
Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâèâ φ(x) = 〈x, α〉 è M(Y ) =

〈
M(X), α

〉
â ôîð-

ìóëû (2.6.7), (2.6.7′), ìîæíî âûíåñòè ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè çà çíàê
ñóììû (èíòåãðàëà) è ïîëó÷èòü

D(Y ) =
〈
B(X) α, α

〉
(2.6.9)

(åñëè ñóùåñòâóåò B(X)).
Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà Y =

n∑
k=1

Xk, èìååì α = [1, . . . , 1]T .
Ïîýòîìó

M(Y ) =
n∑

k=1

M(Xk); D(Y ) =
n∑

j=1

n∑

k=1

bjk.

Åñëè êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà èìåþò ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû êîîðäèíàò

ðàâíî ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñëàãàåìûõ.
Åñëè êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà èìåþò äèñïåðñèè,

òî äèñïåðñèÿ ñóììû êîîðäèíàò ðàâíà ñóììå
âñåõ ýëåìåíòîâ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû.
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Îòìåòèì î÷åíü âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî: äèñïåðñèÿ ñóììû êîîðäè-
íàò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé ýòèõ êîîðäèíàò. Îíà
ìîæåò áûòü è áîëüøå, è ìåíüøå.

Åñëè ñ÷èòàòü äèñïåðñèþ ñ.ï. ìåðîé "íåóïîðÿäî÷åííîñòè" ýòîé ñ.ï.,
òî ïðè ñóììèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ ýòà "íåóïîðÿäî÷åííîñòü"
ìîæåò êàê óâåëè÷èâàòüñÿ, òàê è óìåíüøàòüñÿ.

Åñëè æå êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàíû,
òî äèñïåðñèÿ ñóììû êîîðäèíàò ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé ñëàãàåìûõ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ïðèìåð 1 ï.2.3).
Åñëè îáîçíà÷èòü Xj ÷èñëî óñïåõîâ â j-ì èñïûòàíèè, òî, î÷åâèäíî,
M(Xj) = 1 · p + 0 · (1 − p) = p. Äàëåå, X2

j = Xj (ïîñêîëüêó çíà÷åíèå
Xj âñåãäà ðàâíî íóëþ èëè åäèíèöå). Ïîýòîìó ôîðìóëà (2.6.6′) äàåò

D(Xj) = M(X2
j )− (M(Xj))

2 = p− p2 = p(1− p).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïî ñìûñëó çàäà÷è ñ.ï. Xj, j = 1, . . . , n, íåçàâèñèìû
â ñîâîêóïíîñòè, è X =

∑n
j=1 Xj. Ïîýòîìó

M(X) =
n∑

j=1

M(Xj) = n · p; D(X) =
n∑

j=1

D(Xj) = n · p · (1− p),

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì, îáúÿâëåííûì â ï.2.3.

2.7. Äàò÷èê ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë
Çàäà÷à î ïðåîáðàçîâàíèè ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé ÷àñòî âñòðå÷àåò-

ñÿ â ïðèëîæåíèÿõ (íàïðèìåð, çàäà÷à î ïðåîáðàçîâàíèè "ñëó÷àéíîé ïî-
ìåõè" ïðè åå ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ïðèåìíî-óñèëèòåëüíîå óñòðîéñòâî). Â
ñèëó ñëîæíîñòè ñòðóêòóðû ôèçè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé "àíàëèòè÷å-
ñêèå" ìåòîäû (íåêîòîðûå èç íèõ ðàññìàòðèâàëèñü â ïðåäûäóùåì ïóíê-
òå) íåðåäêî îêàçûâàþòñÿ íåïðèìåíèìûìè. Õîðîøèå ðåçóëüòàòû äàåò â
ýòîì ñëó÷àå ìàøèííîå ìîäåëèðîâàíèå: àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñó-
ùåñòâëÿåìîãî ôèçè÷åñêèì óñòðîéñòâîì, ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ìàøèííîé
ïðîãðàììû, íà âõîä êîòîðîé ïîäàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëèííûé íàáîð ÷è-
ñåë, èìèòèðóþùèõ çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé ("ïîìåõè"). Âîïðîñ
î êà÷åñòâå èìèòàöèè áóäåò ðàññìîòðåí â ãëàâå 3. ×èñëà ýòè èìåíóþòñÿ
ïñåâäîñëó÷àéíûìè.

Â áèáëèîòåêàõ ñòàíäàðòíûõ ïîäïðîãðàìì è â ñðåäàõ êîíå÷íîãî
ïîëüçîâàòåëÿ èìåþòñÿ ïðîãðàììíûå äàò÷èêè (ãåíåðàòîðû) ïñåâäîñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë. Â èõ îñíîâå ëåæàò àëãîðèòìû, âûðàáàòûâàþùèå ïñåâäî-
ñëó÷àéíûå ÷èñëà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà [0, 1]. Óñòðîéñòâî òàêèõ
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àëãîðèòìîâ âåñüìà ñëîæíî è íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â íàøåì êóðñå.
Âçÿâ äîñòàòî÷íî áîëüøóþ âûáîðêó, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îòíîñèòåëü-
íûå ÷àñòîòû ïîïàäàíèÿ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë â ÷àñòè èíòåðâàëà [0, 1]
ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíû äëèíàì ýòèõ ÷àñòåé.

Èìåÿ ðàâíîìåðíûé äàò÷èê, ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü äàò÷èêè ñ çàäàí-
íûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîêàæåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ, íà ïðèìåðå
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñ.ï.

Ïóñòü X � ñ.ï., ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà [0, 1], è Ψ � çàäàí-
íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (ψ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ). Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ ψ > 0. Íà
ýòîì ìíîæåñòâå (îáîçíà÷èì åãî Q) ôóíêöèÿ Ψ âîçðàñòàåò è, ñëåäîâà-
òåëüíî, èìååò îáðàòíóþ. Ïîñêîëüêó 0 ≤ Ψ ≤ 1, òî Ψ−1 îïðåäåëåíà ïî÷òè
âñþäó íà [0, 1], ò.å. íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ñ.ï. X. Äîêàæåì, ÷òî ñ.ï.
Y = Ψ−1(X) èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ψ.

Äåéñòâèòåëüíî, èç âîçðàñòàíèÿ Ψ ñëåäóåò âîçðàñòàíèå Ψ−1, è

Ψ−1(X) < y ⇐⇒ X < Ψ(y).

Îòñþäà

FY (y) = P(Y < y) = P(Ψ−1(X) < y) = P(X < Ψ(y)) =

=

Ψ(y)∫

−∞
fX(x) dx =

Ψ(y)∫

0

1 · dx = Ψ(y).

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì äàò÷èê ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðîì α > 0:

FY (y) =

{
1− exp(−α · y) ïðè y > 0,

0 ïðè y ≤ 0.

Çäåñü Q =]0, +∞[,

F−1
Y (x) = −ln(1− x)

α
ïðè 0 < x < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçóÿ ÷èñëà xk, ïîëó÷åííûå îò ðàâíîìåðíîãî
äàò÷èêà, ïî ôîðìóëå yk = − 1

α · ln(1− xk), ìû ïîñòðîèì íàáîð çíà÷åíèé
ýêñïîíåíöèàëüíîé ñ.ï.

Îòìåòèì, ÷òî ó îïèñàííîãî ìåòîäà åñòü òðóäíîñòü: íåîáõîäèìî óìåòü
âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, îáðàòíîé ê FY .
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2.8. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà
Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð

X = [X1, . . . , Xn]
T ñ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè è íåçàâèñèìûìè â ñî-

âîêóïíîñòè êîîðäèíàòàìè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîîðäèíàòû ñ.â. èìå-
þò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå m, äèñïåðñèþ σ2 è àáñîëþòíûé òðåòèé
öåíòðàëüíûé ìîìåíò, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

µ3(Xk) = M
(|Xk −M(Xk)|3

)
.

Ââåäåì íîâûå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå Yk = Xk −m
σ
√

n
. Èç ôîðìóë,

ïîëó÷åííûõ â ï.2.6, âèäíî, ÷òî

M(Yk) = 0, D(Yk) =
1

n
, µ3(Yk) =

µ3(Xk)

σ3n
√

n
. (2.8.1)

Îáîçíà÷èì fY îáùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.ï. Yk è ðàññìîòðèì
åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

f̃Y (ω) =

+∞∫

−∞
exp(−iωy) · fY (y) dy. (2.8.2)

Ôîðìóëà Òåéëîðà òðåòüåãî ïîðÿäêà äàåò

exp(−iωy) = 1− iωy − (ωy)2

2
+ i

(ωy)3

6
· g(ωy),

ãäå g(ωy) = cos(γ1)− i ·sin(γ2), γ1 è γ2 � íåêîòîðûå òî÷êè ìåæäó 0 è ωy.
Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (2.8.2):

f̃Y (ω) =

+∞∫

−∞
fY (y) dy − iω

+∞∫

−∞
yfY (y) dy−

− ω2

2

+∞∫

−∞
y2fY (y) dy + i

ω3

6

+∞∫

−∞
g(ωy)y3fY (y) dy. (2.8.3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë â ýòîé ñóììå ðàâåí åäèíèöå. Äàëåå,
â ñèëó (2.8.1) âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, à òðåòèé � 1

n .
Îöåíèì ìîäóëü ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (2.8.3):
∣∣∣i ω

3

6

+∞∫

−∞
g(ωy)y3fY (y) dy

∣∣∣ ≤
∣∣∣ω

3

3

+∞∫

−∞
|y|3fY (y) dy

∣∣∣ =

∣∣∣∣
µ3(Yk)ω

3

3

∣∣∣∣ .
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Ïîýòîìó (2.8.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

f̃Y (ω) = 1− ω2

2n
+

ω3h(ω)

n
√

n
, (2.8.4)

ãäå |h(ω)| ≤ µ3(Xk)
3σ3 .

Ïóñòü òåïåðü Zn =
n∑

k=1
Yk. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ïå-

ðåìåííîé Zn � ñóììû (íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè) ñ.ï. Yk � åñòü,
êàê ïîêàçàíî â ï.2.6, ñâåðòêà èõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ, à îáðàç
Ôóðüå ñâåðòêè, êàê óêàçàíî â ï.2.4 ÷àñòè "Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà åñòü
ïðîèçâåäåíèå îáðàçîâ Ôóðüå ýòèõ ïëîòíîñòåé, ò.å.

f̃Zn
(ω) =

(
f̃Y (ω)

)n
(2.8.5)

(îáðàçû Ôóðüå âñåõ ñ.ï. Yk îäèíàêîâû).
Ïîäñòàâèì (2.8.4) â (2.8.5):

f̃Zn
(ω) =

(
1− ω2

2n
+

ω3h(ω)

n
√

n

)n

.

Âûÿñíèì òåïåðü, ÷òî ïðîèçîéäåò ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè n.
Ëîãàðèôìèðóÿ f̃Zn

è âñïîìèíàÿ ñòåïåííîé ðÿä äëÿ ëîãàðèôìà, ïîëó÷èì

ln
(
f̃Zn

)
= n · ln

(
1− ω2

2n
+ . . .

)
= n ·

(
−ω2

2n
+ . . .

)
−−−−→
n=+∞

−ω2

2

(ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòåïåíè
1/n âûøå ïåðâîé).

Îòñþäà íàõîäèì ïðåäåë îáðàçîâ Ôóðüå ñ.ï. Zn:

lim
n=+∞

(
f̃Zn

)
= exp

(
−ω2

2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë f̃Zn
íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò èñ-

õîäíîãî âåêòîðà X.
Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó

Zn =
1

σ
√

n

n∑

k=1

(
Xk −m

)
, M(Zn) = 0, D(Zn) = 1,

ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ Zn íàçûâàþò öåíòðèðîâàííîé è íîðìèðîâàííîé
ñóììîé êîîðäèíàò ñ.â. X .
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî exp
(
−ω2

2

)
� ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïëîòíî-

ñòè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé.

Èòàê, åñëè êîîðäèíàòû àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñ.â.
� îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû,
� íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè,
� èìåþò äèñïåðñèþ è àáñîëþòíûé òðåòèé öåíòðàëüíûé ìîìåíò,

òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè âåêòîðà îáðàç Ôóðüå
ïëîòíîñòè öåíòðèðîâàííîé è íîðìèðîâàííîé ñóììû êîîðäèíàò (ïðè ëþ-
áîì, íî îäèíàêîâîì èõ ðàñïðåäåëåíèè) ñòðåìèòñÿ ê îáðàçó Ôóðüå ïëîò-
íîñòè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ýòîò ôàêò íå ñëó÷àåí. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî
Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü (Xn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñ.ï., èìåþùèõ äèñïåðñèè è àáñîëþòíûå òðåòüè öåíòðàëüíûå ìîìåíòû.
Ïóñòü ïðè ëþáîì n êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà [X1, . . . , Xn]

T íåçà-
âèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Îáîçíà÷èì

Dn =
n∑

k=1

D(Xk), Mn =
n∑

k=1

µ3(Xk)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
lim

n=+∞
Mn/

(Dn

)3/2
= 0. (2.8.6)

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåíòðèðîâàííûõ è íîðìè-
ðîâàííûõ ñóìì ( 1√

Dn

n∑

k=1

(
Xk −M(Xk)

))+∞

n=1

ñõîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.
Ñëîâî "ñõîäèòñÿ" çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñåãìåíòà [a, b]

P
( 1√

Dn

n∑

k=1

(
Xk −M(Xk)

) ∈ [a, b]
)
−−−−→
n=+∞

1√
2π

b∫

a

exp
(
−t2

2

)
dt.

Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà À.Ì. Ëÿïóíîâûì.
Çàìå÷àíèå. Â ðàññìîòðåííîì íàìè ñëó÷àå, êîãäà âñå Xk èìåþò îäè-

íàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ, èìååì Dn = nD(Xk), Mn = nµ3(Xk), è óñëîâèå
(2.8.6) âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.
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Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå ñëó-
÷àéíûå ïåðåìåííûå Xk ìîãóò áûòü ëþáûìè (íå îáÿçàòåëüíî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûìè); áîëåå òîãî, èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè,
ëèøü áû íàáîðû X1, . . . , Xn ïðè âñåõ n áûëè íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè
è âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (2.8.6).

Èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè áû âñåãäà
ìîæíî áûëî èìåòü äåëî ñ ñóììîé áîëüøîãî ÷èñëà òàêèõ ñëó÷àéíûõ ïå-
ðåìåííûõ, òî åäèíñòâåííûì íóæíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñòàëî áû íîðìàëü-
íîå. Èìåííî ïîýòîìó íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò èñêëþ÷èòåëüíóþ
ðîëü â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿõ.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Âîçìîæíî, ïîä âëèÿíèåì öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìû âîçíèêëî ðàñïðîñòðàíåííîå ñóåâåðèå, ñóòü êîòîðîãî
ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ âñå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå
îáÿçàíû èìåòü íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ÷àñòíîñòè, áûòóåò ìíåíèå,
÷òî ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ âñåãäà èìåþò íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ýòà òî÷êà çðåíèÿ îïðîâåðãàåòñÿ ýêñïåðèìåíòà-
ìè Ï.Â. Íîâèöêîãî31, îáðàáîòàâøåãî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðîòîêîëîâ
ïîâåðêè ïðèáîðîâ è íå îáíàðóæèâøåãî îæèäàâøåéñÿ íîðìàëüíîñòè ïî-
ãðåøíîñòåé.

Óïîìèíàâøàÿñÿ âûøå îøèáêà � îòîæäåñòâëåíèå íåçàâèñèìîñòè è
íåêîððåëèðîâàííîñòè � òàêæå ïðîèñòåêàåò, ïî-âèäèìîìó, èç óáåæäåíèÿ,
÷òî âñå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå � íîðìàëüíûå.

31Ïåòð Âàñèëüåâè÷ ÍÎÂÈÖÊÈÉ (1922-2000) � ïðîôåññîð Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî
òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, îñíîâàòåëü è ðàçðàáîò÷èê èíôîðìàöèîííûõ êðèòåðèåâ
êà÷åñòâà èçìåðèòåëüíûõ óñòðîéñòâ.
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Ãëàâà 3. ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà èçó÷àåò ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñò-
íûõ ìîäåëåé, íå ïðîòèâîðå÷àùèõ ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà. Ïðè ýòîì
àïðèîðè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü îïèñàíû â âå-
ðîÿòíîñòíûõ òåðìèíàõ32.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ â ýòîì êóðñå ðàññìîòðåíèåì äâóõ çàäà÷:
1) îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé;
2) ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

3.1. Îäíà ñîäåðæàòåëüíàÿ çàäà÷à
Ñ ïîìîùüþ èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà ïðîäåëàíû n èçìåðåíèé íåêî-

òîðîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çà âðåìÿ èçìåðåíèé
çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû íå èçìåíÿåòñÿ. Â òî æå âðåìÿ ïîëó÷åííûå ÷èñ-
ëà x1, . . . , xn áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî
ðàçëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì ó èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà àääèòèâíîé
ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè, ò.å.

ξ = a + η,

ãäå a � íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû; η � ñëó-
÷àéíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáîðà; ξ � íàáëþäàåìàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà.

Çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíèâàíèè çíà÷åíèÿ a íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ
äàííûõ x1, . . . , xn.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì ξ è η ñîîòâåòñòâó-
þò ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå ìû òàêæå îáîçíà÷èì ξ è η.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìå-
åòñÿ íå n îòñ÷åòîâ, ñíÿòûõ ñ îäíîãî ïðèáîðà, à n îäíîòèïíûõ ïðèáî-
ðîâ, ñ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñíèìàåòñÿ îäèí îòñ÷åò. Ïðè ýòîì ÷èñëî-
âîé âåêòîð x = [x1, . . . , xn]

T îêàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
X = [X1, . . . , Xn]

T , êîîðäèíàòû êîòîðîãî íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè
(ýòî åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå!) è èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîâ-
ïàäàþùåå ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé ξ.

Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî ó ïðèáîðà îòñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïî-
ãðåøíîñòü, ò.å. M(η) = 0. Òîãäà a = M(ξ). Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, êàê
äåëàþò äîâîëüíî ÷àñòî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ïîãðåøíîñòü èìååò íîðìàëüíîå

32Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî îòâåòñòâåííîñòü çà ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
(çà âåðîÿòíîñòíóþ òðàêòîâêó ñîäåðæàòåëüíîé çàäà÷è) íåñåò ïîñòàíîâùèê çàäà÷è!
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ðàñïðåäåëåíèå ñ èçâåñòíûì (èç ïàñïîðòà èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà) ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêèì óêëîíåíèåì σ.

Ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò ñêàçàòü, ÷òî ξ ïðèíàäëåæèò
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ñ.ï. ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

fξ(t, a) =
1√
2πσ

· exp
(
−(t− a)2

2σ2

)
,

ïàðàìåòð êîòîðîãî a ïîäëåæèò îöåíèâàíèþ.
Îöåíêîé ïàðàìåòðà a ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.ï. ξ ìû áóäåì, êàê îáû÷íî,

íàçûâàòü èíòåðâàë ]â − ∆, â + ∆[, ãäå ∆ � ÷èñëî, çàäàâàåìîå ïîñòàíîâ-
ùèêîì çàäà÷è, â � ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå ïî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì èç-
ìåðåíèé33 (â = ϕ(x)).

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ðàíåå, â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-
çà, êîãäà ðå÷ü øëà îá îöåíèâàíèè (êîðíÿ óðàâíåíèÿ, ñóììû ðÿäà, èíòå-
ãðàëà è ò. ä.), èíòåðâàë-îöåíêà íàêðûâàë îöåíèâàåìîå ÷èñëî ãàðàíòèðî-
âàííî. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èíòåðâàë ]â−∆, â+∆[ â åäèíè÷íîì
ýêñïåðèìåíòå ìîæåò ñîäåðæàòü îöåíèâàåìûé ïàðàìåòð a, à ìîæåò íå ñî-
äåðæàòü. Îäíàêî åñëè ýêñïåðèìåíò â íåèçìåííûõ (åùå îäíî ïðåäïîëî-
æåíèå!) óñëîâèÿõ ïîâòîðÿòü ìíîãîêðàòíî, òî ìîæíî ãîâîðèòü îá îòíî-
ñèòåëüíîé ÷àñòîòå íàêðûòèÿ èíòåðâàëîì ]â −∆, â + ∆[ îöåíèâàåìîãî
ïàðàìåòðà, è, ñëåäîâàòåëüíî, î âåðîÿòíîñòè íàêðûòèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ñêàçàâ, ÷òî ìîäåëüþ ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ, ìû
òåì ñàìûì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýêñïåðèìåíò áóäåò ìíîãîêðàòíî ïîâòî-
ðÿòüñÿ. Áåç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ
èçìåðåíèé áåññìûñëåííà.

Ïðè îöåíèâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â êà÷åñòâå öåíòðà èí-
òåðâàëà îáû÷íî áåðóò ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé

â = x =
1

n

n∑

k=1

xk.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ X = 1
n

n∑
k=1

Xk, ñîãëàñíî ðå-
çóëüòàòàì ï.2.6, èìååò ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Åãî ïàðàìåòðû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.6.8), (2.6.9):

M(X) =
1

n

n∑

k=1

a = a; D(X) =
1

n2

n∑

k=1

σ2 =
σ2

n
,

33Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå îöåíêó èìåíóþò èíòåðâàëüíîé îöåíêîé, à åå öåíòð
â � òî÷å÷íîé îöåíêîé ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ.
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ò.å.
fX(t) =

√
n√

2πσ
· exp

(
−(t− a)2n

2σ2

)
.

Èòàê, M(X) = a, ò.å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñðåäíåãî àðèôìåòè-
÷åñêîãî ñîâïàäàåò ñ îöåíèâàåìûì ïàðàìåòðîì. Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáû-
øåâà ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî, ïîëó÷åííûå â ðàç-
ëè÷íûõ ñåðèÿõ èçìåðåíèé, áóäóò ãðóïïèðîâàòüñÿ îêîëî åãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ, ò.å. îêîëî îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà. Ðàçáðîñ ñëó÷àéíûõ
çíà÷åíèé ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî îòíîñèòåëüíî M(X) = a õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ äèñïåðñèåé D(X) = σ2

n , êîòîðóþ ìîæíî ñäåëàòü êàê óãîäíî
ìàëîé çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ äëèíû îáðàáàòûâàåìîé ñåðèè èçìåðåíèé.

Ïðè çàäàííîì ÷èñëå ∆ ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü β íàêðûòèÿ
îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà a èíòåðâàëîì ]â−∆, â + ∆[:

β = P(|X − a| < ∆) =

√
n√

2πσ

∆∫

−∆

exp
(
−nx2

2σ2

)
dx = erf

(√
n

∆

σ
√

2

)
, (3.1.1)

ãäå erf(t) = 2√
π

t∫
0

exp(−x2) dx � óæå óïîìèíàâøàÿñÿ â êóðñå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà "ôóíêöèÿ îøèáîê èìåþùàÿñÿ âî âñåõ ñðåäàõ êîíå÷íîãî
ïîëüçîâàòåëÿ è áèáëèîòåêàõ Ôîðòðàíà.

Â òàáëèöå 3.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé √n∆
σ äëÿ íåêîòîðûõ

÷àñòî èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòè β.
Òàáëèöà 3.1

β 0.9 0.95 0.99 0.995 0.999√
n∆

σ 1.64 1.96 2.58 2.81 3.29

Ïðîàíàëèçèðóåì ôîðìóëó (3.1.1). Îíà ñâÿçûâàåò òðè ÷èñëà: n � êî-
ëè÷åñòâî îáðàáàòûâàåìûõ èçìåðåíèé ("ñòîèìîñòü" ýêñïåðèìåíòà), ∆ �
ïîëóøèðèíà èíòåðâàëà-îöåíêè ("êà÷åñòâî" îöåíêè) è β � âåðîÿòíîñòü
íàêðûòèÿ îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà34 ("íàäåæíîñòü" îöåíêè). Âèäíî, ÷òî
ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòîèìîñòè ýêñïåðèìåíòà (n) ïîâûøåíèå êà÷åñòâà
îöåíêè (óìåíüøåíèå ∆) ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ åå íàäåæíîñòè (β):
èíòåãðàë îò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè óáûâàåò ïðè óìåíüøåíèè äëèíû
ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Óâåëè÷èòü íàäåæíîñòü îöåíêè ïðè ñîõðà-
íåíèè åå êà÷åñòâà ìîæíî ëèøü çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ çàòðàò è ò. ä.

34Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå β èìåíóåòñÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, à
èíòåðâàë-îöåíêà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ∆ � äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì.
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3.2. Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé

Îáîáùèì çàäà÷ó, ðàññìîòðåííóþ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Åäèíñòâåí-
íûå îáúåêòèâíûå äàííûå, èìåþùèåñÿ â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè � ýòî ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûå n ÷èñåë w1, . . . , wn. ×èñëîâîé âåêòîð w =
[w1, . . . , wn]

T íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé, à ÷èñëî n � îáúåìîì âûáîðêè.
Âîçìîæíîñòü ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè âûáîðêè îáåñïå÷èâàåòñÿ

ñëåäóþùèìè ïðåäïîëîæåíèÿìè:
1) w ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X = [X1 . . . Xn]

T ;
2) êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè;
3) êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X ÿâëÿþòñÿ êîïèÿìè íàáëþäàå-

ìîé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé ξ;
4) íàáëþäàåìàÿ ñ.ï. ξ ïðèíàäëåæèò èçâåñòíîìó ñåìåéñòâó ñëó÷àé-

íûõ ïåðåìåííûõ ñ k ïàðàìåòðàìè ϑ1, . . . , ϑk.
Îòâåòñòâåííîñòü çà ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé íåñåò

ïîñòàíîâùèê çàäà÷è (ýêñïåðèìåíòàòîð).
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê îöåíèâàíèþ ïî èìåþùåéñÿ âûáîð-

êå w = [w1 . . . wn]
T ïàðàìåòðà (âåêòîðíîãî) ϑ = [ϑ1 . . . ϑk]

T . Îöåíêîé
ïàðàìåòðà ϑ ìû áóäåì íàçûâàòü k-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä J ñ öåíòðîì
â òî÷êå ϑ̂ = [ϑ̂1 . . . ϑ̂k]

T è "ðåáðàìè"
]ϑ̂1 −∆1, ϑ̂1 + ∆1[ , . . . , ]ϑ̂k −∆k, ϑ̂k + ∆k[.

Öåíòð ïàðàëëåëåïèïåäà-îöåíêè íàõîäèòñÿ ïî èìåþùåéñÿ âûáîðêå w:
ϑ̂ = ϕ(w),

ãäå ϕ : Rn → Rk � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, èìåíóåìàÿ ñòàòèñòèêîé. Òàê
êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåäóðà îöåíèâàíèÿ áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ ìíî-
ãîêðàòíî, ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ T = ϕ(X), êîòîðóþ òàêæå
íàçûâàþò ñòàòèñòèêîé.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ ξ àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíà. Ïîñêîëüêó åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(x; ϑ) èç-
âåñòíà ñ òî÷íîñòüþ äî îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà, ìîæíî ïîñòðîèòü ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X:

fX(x; ϑ) = fξ(x1; ϑ) · fξ(x2; ϑ) . . . fξ(xn; ϑ).

Îòñþäà ñëåäóåò ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü íàéòè ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ fT (t, ϑ) ñòàòèñòèêè T .
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Ïîñêîëüêó áîëüøèå óêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îò åãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìàëîâåðîÿòíû, ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå çíà-
÷åíèÿ ñòàòèñòèêè T = ϕ(X) áóäóò êîíöåíòðèðîâàòüñÿ îêîëî åå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Îòñþäà âûòåêàåò åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå: ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ñòàòèñòèêè äîëæíî ñîâïàäàòü ñ îöåíèâàåìûì ïàðà-
ìåòðîì (M(T ) = ϑ) èëè õîòÿ áû ïðèáëèæàòüñÿ ê íåìó ïðè óâåëè÷åíèè
îáúåìà âûáîðêè ( lim

n=+∞
M(T ) = ϑ).

Ñòàòèñòèêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ M(T ) = ϑ, íàçûâàåòñÿ
íåñìåùåííîé; èñïîëüçîâàíèå òàêîé ñòàòèñòèêè ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðè-
ìåíòà íå äàåò äîïîëíèòåëüíîé ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè.

Ñòàòèñòèêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ lim
n=+∞

M(T ) = ϑ, íàçûâàåò-
ñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé. Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå àñèìïòîòè-
÷åñêîé íåñìåùåííîñòè ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ïðåíåáðåæèìî
ìàëîé äîïîëíèòåëüíîé ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ îáú-
åìà âûáîðêè.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ìû èçíà÷àëüíî
ïðåäïîëàãàåì îòñóòñòâèå ñèñòåìàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè íàáëþäåíèÿ.
Åñëè òàêàÿ ïîãðåøíîñòü èìååòñÿ, òî åå íåâîçìîæíî óñòðàíèòü íèêàêîé
ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêîé!

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàòèñòèêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé. Òîãäà äëÿ
âñåõ êîìïîíåíò M(Tj) = ϑj, è ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñëó÷àéíîå ñîáûòèå
"îöåíèâàåìûé ïàðàìåòð ϑ íàêðûâàåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì J" òàê:

(ϑ ∈ J) =
k⋂

j=1

Aj,

ãäå Aj � ñëó÷àéíîå ñîáûòèå
(|Tj −M(Tj)| < ∆j

)
.

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ϑ ∈ J â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ñ.ï.
Tj èìåþò äèñïåðñèè. Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà

P (|Tj −M(Tj)| < ∆j) ≥ 1− D(Tj)

∆2
j

, j = 1, . . . , k. (3.2.1)

Åñëè k = 2, òî ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
P(ϑ ∈ J) = P(A1) + P(A2)−P(A1 ∪ A2) ≥ P(A1) + P(A2)− 1,

îòêóäà ñ ó÷åòîì (3.2.1) ïîëó÷àåì

P(ϑ ∈ J) ≥ 1− D(T1)

∆2
1
− D(T2)

∆2
2

.
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Àíàëîãè÷íî ïðè ëþáîì k èìååì

β = P(ϑ ∈ J) ≥ 1−
k∑

j=1

D(Tj)

∆2
j

. (3.2.2)

Ïðåäïîëîæèì âäîáàâîê, ÷òî äèñïåðñèè âñåõ êîìïîíåíò ñòàòèñòèêè
T ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå îáúåìà âûáîðêè. Òîãäà
íåðàâåíñòâî (3.2.2) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàêðûòèÿ îöåíèâàåìîãî
ïàðàìåòðà ïàðàëëåëåïèïåäîì-îöåíêîé ñ çàäàííûìè äëèíàìè ðåáåð ìî-
æåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê åäèíèöå çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ
îáúåìà âûáîðêè35. Òàêàÿ ñòàòèñòèêà íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé.

Î÷åâèäíî, "õîðîøàÿ" ñòàòèñòèêà äîëæíà áûòü íåñìåùåííîé (õîòÿ
áû àñèìïòîòè÷åñêè) è ñîñòîÿòåëüíîé. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ðàñ-
ñìîòðèì îäèí èç ïðèåìîâ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ "õîðîøèõ" ñòàòèñòèê.

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, êàê è â ï.3.1, ÷òî ðàçìåðû äîâåðèòåëüíîãî ïà-
ðàëëåëåïèïåäà J õàðàêòåðèçóþò êà÷åñòâî îöåíêè: ÷åì ýòè ðàçìåðû ìåíü-
øå, òåì îöåíêà òî÷íåå.

Òî÷íî òàê æå äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü β (âåðîÿòíîñòü íàêðûòèÿ
îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà ϑ äîâåðèòåëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì) õàðàêòå-
ðèçóåò íàäåæíîñòü îöåíêè: ÷åì áîëüøå β, òåì ðåæå äîâåðèòåëüíûé ïà-
ðàëëåëåïèïåä íå áóäåò íàêðûâàòü îöåíèâàåìûé ïàðàìåòð. Àíàëîãè÷íî
ï.3.1, óìåíüøåíèå ðàçìåðîâ ïàðàëëåëåïèïåäà J ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè β.

È, íàêîíåö, îáúåì âûáîðêè n (êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ) õàðàêòå-
ðèçóåò ñòîèìîñòü ïîëó÷åíèÿ îöåíêè.

Ïîíÿòíî, ÷òî ëîçóíã "ëó÷øå, áîëüøå, äåøåâëå!" íå ìîæåò áûòü ðåà-
ëèçîâàí. Åñëè ôèêñèðîâàòü çàòðàòû (n), òî óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè îöåí-
êè íåèçáåæíî ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ åå íàäåæíîñòè. Æåëàÿ óâåëè-
÷èòü íàäåæíîñòü, ìû áóäåì âûíóæäåíû ëèáî ïîæåðòâîâàòü òî÷íîñòüþ,
ëèáî çàïëàòèòü áîëüøóþ öåíó è ò. ä.

3.3. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Âîîáùå ãîâîðÿ, ñòàòèñòèêè èçîáðåòàþòñÿ (è ïîýòîìó îáû÷íî íîñÿò

èìåíà èõ àâòîðîâ). Ìåòîä, èçîáðåòåííûé Ð.À. Ôèøåðîì36, ÿâëÿåòñÿ îä-
íèì èç ðåãóëÿðíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ "õîðîøèõ" ñòàòèñòèê.

35Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî, åñëè çàìåíèòü íåñìåùåííîñòü
ñòàòèñòèêè åå àñèìïòîòè÷åñêîé íåñìåùåííîñòüþ.

36Ðîíàëüä Àéëìåð ÔÈØÅÐ (R.A. Fisher, 1890-1962) � àíãëèéñêèé áèîëîã, ìàòåìà-
òèê è ñòàòèñòèê. Ñ åãî èìåíåì ñâÿçàíû ìíîãèå ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ â ìàòåìàòè-
÷åñêîé ñòàòèñòèêå.
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Åñëè fX(x; ϑ) � ñåìåéñòâî ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ âåêòîðíûì
ïàðàìåòðîì ϑ, òî, ïîäñòàâèâ âìåñòî ïåðåìåííîãî âåêòîðà x ïîëó÷åííóþ
â ýêñïåðèìåíòå âûáîðêó w, ïîëó÷èì íîâóþ ôóíêöèþ, çàäàííóþ íà ìíî-
æåñòâå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ϑ. Ýòà ôóíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ
lik è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ37 âûáîðêè:

lik(ϑ) = fX(x; ϑ)|x=w .

Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X íåçàâèñèìû â ñîâî-
êóïíîñòè è èìåþò îäèíàêîâûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî

lik(ϑ) =
n∏

j=1

fξ(wj; ϑ).

Àíàëîãè÷íî, â äèñêðåòíîì ñëó÷àå èìååì

lik(ϑ) =
n∏

j=1

P(ξ = wj; ϑ).

Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðåäëàãàåò ïðèíÿòü â êà÷å-
ñòâå öåíòðà äîâåðèòåëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïðèìåðû. 1. Ïðè îöåíèâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íîðìàëü-
íîé íàáëþäàåìîé ñ.ï. ξ ñ èçâåñòíîé äèñïåðñèåé σ2 ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïðèíàäëåæèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó

fξ(t; a) =
1√

2π · σ · exp
(
−(t− a)2

2σ2

)
.

Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ðàâíà

lik(a) = fX(w; a) =
( 1√

2π · σ
)n

· exp
(
− 1

2σ2

n∑

j=1

(wj − a)2
)
.

Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ëîãàðèôìà òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ìàêñèìóìà åå ëîãàðèôìà

l(a) = ln (lik(a)) = −n · ln(√
2π · σ)− 1

2σ2

n∑
j=1

(wj − a)2.

37likelihood (àíãë.) � ïðàâäîïîäîáèå. Ìû íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì ñ÷èòàòü íàçâà-
íèå "ôóíêöèÿïðàâäîïîäîáèÿ" îäíèì ñëîâîì, ÷òîáû èçáåæàòü ñîáëàçíà íàéòè ñâÿçü
ñ èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì î ïðàâäîïîäîáèè.
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Ðåøèâ óðàâíåíèå

l′(a) ≡ 1

σ2

n∑
j=1

(wj − a) = 0,

íàéäåì åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ

w = â =
1

n

n∑
j=1

wj.

Ïîñêîëüêó l′′(a) ≡ − n
σ2 < 0, òî â = w � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìó-

ìà, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ è ãëîáàëüíûì.
2. Åñëè ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñîäåðæèò

äâà îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðà (a è D = σ2), òî

fξ(t; a,D) =
1√
2πD

· exp
(
−(t− a)2

2D
)
;

lik(a,D) = fX(w; a,D) =
( 1√

2πD
)n

· exp
(
− 1

2D
n∑

j=1

(wj − a)2
)
;

l(a,D) = ln (lik(a,D)) = −n

2
· ln (2πD)− 1

2D
n∑

j=1

(wj − a)2.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå ∇l = θ, ò.å. ñèñòåìó



1
D

n∑
j=1

(wj − a) = 0

− n
2D + 1

2D2

n∑
j=1

(wj − a)2 = 0
,

íàéäåì åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó:

w = â =
1

n

n∑
j=1

wj; s2 = D̂ =
1

n

n∑
j=1

(wj − w)2.

Âû÷èñëèâ â ýòîé òî÷êå ìàòðèöó Ãåññå:

l′′(â, D̂) =

[ − n
D̂ 0

0 − n
2D̂

]
,

óáåäèìñÿ â åå îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòà-
öèîíàðíàÿ òî÷êà � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ÿâ-
ëÿåòñÿ è ãëîáàëüíûì.
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3. Íàáëþäàåìàÿ ñ.ï. ξ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó ðàâíîìåðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè a è b (b > a):

fξ(t; a, b) =

{
1

b− a
ïðè t ∈ [a, b];

0 ïðè t /∈ [a, b].

Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè

lik(a, b) =





1
(b− a)n ïðè a ≤ min

j
(wj) è max

j
(wj) ≤ b;

0 ïðè a > min
j

(wj) èëè max
j

(wj) > b.

Î÷åâèäíî, äðîáü 1
b− a

áóäåò ìàêñèìàëüíà ïðè ìèíèìàëüíîì çíà-
÷åíèè åå çíàìåíàòåëÿ. Íî a íåëüçÿ ñäåëàòü áîëüøå, ÷åì min

j
(wj), à b �

ìåíüøå, ÷åì max
j

(wj). Èòàê,

â = min
j

(wj), b̂ = max
j

(wj).

4. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ ξ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñ îäíèì ïàðàìåòðîì p (0 < p < 1) :

P(ξ = t; p) =

{
p, t = 1;

1− p, t = 0.

Îáîçíà÷èâ êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ n, à êîëè÷åñòâî åäèíèö ("óñïåõîâ")
â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ m, ïîëó÷èì

lik(p) = P(X = w; p) =
n∏

j=1

P(Xj = wj; p) = pm · (1− p)n−m

(ñðåäè n ñîìíîæèòåëåé m ðàâíû p, à îñòàëüíûå ðàâíû 1− p). Ïîýòîìó

l(p) = ln (lik(p)) = m · ln(p) + (n−m) · ln(1− p).

Ïðîèçâîäíàÿ l′(p) = m
p − n−m

1− p îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â îäíîé
òî÷êå, è ýòà åäèíñòâåííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà p̂ = m

n äàåò, î÷åâèäíî,
ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ôóêíöèè ïðàâäîïîäîáèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îòíî-
ñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà óñïåõà ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè â ñëó÷àå äâóõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà.

Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñòàòèñòèê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ, ïîëó÷åííûõ â ýòèõ ïðèìåðàõ.
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Ïðèìåð 1. Ñòàòèñòèêà X = 1
n

n∑
j=1

Xj.

Êàê ïîêàçàíî â ï.3.1,

M(X) = a, D(X) =
σ2

n
.

Ïðèìåð 2. Ñòàòèñòèêè

X =
1

n

n∑
j=1

Xj, S2 =
1

n

n∑
j=1

(
Xj −X

)2
.

Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 1 ïîëó÷àåì

M(X) = a, D(X) =
D
n

.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

M(S2) =
n− 1

n
D; D(S2) =

(n− 1)2

n3 · µ4(ξ)− (n− 1)(n− 3)

n3 · D2

(çäåñü µ4(ξ) = M((ξ − a)4) � ÷åòâåðòûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò ñ.ï. ξ).
Ïðèìåð 3. Ñòàòèñòèêè

Xmax = max
j

(Xj); Xmin = min
j

(Xj).

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

FXmax
(t) = P(Xmax < t).

Íåðàâåíñòâî Xmax < t îçíà÷àåò, ÷òî âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà X

ìåíüøå, ÷åì t. Ïîñêîëüêó âñå Xj íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, èìååì

P(Xmax < t) =
n∏

j=1

P(Xj < t) =
(
Fξ(t)

)n
=





0 ïðè t < a;(
t−a
b−a

)n ïðè a ≤ t ≤ b;

1 ïðè t > b.

Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

M(Xmax) =
nb + a

n + 1
; D(Xmax) =

n(b− a)2

(n + 1)(n + 2)
.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñòàòèñòèêè Xmin ïîëó÷àåì

M(Xmin) =
na + b

n + 1
; D(Xmin) =

n(b− a)2

(n + 1)(n + 2)
.
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Ïðèìåð 4. Ñòàòèñòèêà "îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà óñïåõà".
Îáîçíà÷èì ñ.ï. "êîëè÷åñòâî óñïåõîâ" ν. Òîãäà, î÷åâèäíî, îòíîñè-

òåëüíàÿ ÷àñòîòà óñïåõà ðàâíà ν
n.

Êàê èçâåñòíî èç ï.2.3, ñ.ï. ν èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
ïðè÷åì M(ν) = n · p, D(ν) = n · p · (1− p). Îòñþäà

M
(ν

n

)
= p, D

(ν

n

)
=

p(1− p)

n
.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñòàòèñòèêè X â ïðèìåðàõ 1 è 2 ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ñîâïàäàåò ñ îöåíèâàåìûì ïàðàìåòðîì, ò.å. X � íåñìåùåííàÿ
ñòàòèñòèêà. Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è îá îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòå â ïðèìåðå
4. Â òî æå âðåìÿ â ïðèìåðàõ 2 è 3

M(S2) =
n− 1

n
D 6= D,

M(Xmax) =
nb + a

n + 1
6= b, M(Xmin) =

na + b

n + 1
6= a,

ò.å. ýòè òðè ñòàòèñòèêè � ñìåùåííûå. Îäíàêî îíè ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè íåñìåùåííûìè, òàê êàê

lim
n=+∞

M(S2) = D,

lim
n=+∞

M(Xmax) = b, lim
n=+∞

M(Xmin) = a.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äèñïåðñèè âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñòàòèñòèê ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n →∞. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.2.2) âñå ýòè ñòàòèñòèêè
ñîñòîÿòåëüíû.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ äîïóùåíèÿõ ñòàòèñ-
òèêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè è àñèì-
ïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûìè.
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Ãëàâà 4. ÏÐÎÂÅÐÊÀ
ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÃÈÏÎÒÅÇ

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàëàñü ñèòóàöèÿ, êîãäà çàêîí ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé èçâåñòåí ñ òî÷íîñòüþ äî íåñêîëüêèõ
÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ. Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì äðóãóþ çàäà÷ó: ïóñòü èìå-
åòñÿ âûáîðêà, ïîðîæäåííàÿ ñ.ï., çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé íåèçâå-
ñòåí. Ôîðìóëèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ ãèïîòåçà îá ýòîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ,
è ñòàâèòñÿ âîïðîñ: ñîãëàñóåòñÿ ëè ïîëó÷åííàÿ âûáîðêà ñ ýòîé ãèïîòåçîé?
Òî÷íåå: äàåò ëè ýòà âûáîðêà îñíîâàíèå îòâåðãíóòü ãèïîòåçó?

Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, åñëè ïîÿâëåíèå âûáîðêè
íåâîçìîæíî ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçû. Òàê, ãèïîòåçà
î ðàâíîìåðíîì íà [0, 1] ðàñïðåäåëåíèè íàáëþäàåìîé ñ.ï. î÷åâèäíî îò-
âåðãàåòñÿ ïðè íàëè÷èè â âûáîðêå, íàïðèìåð, ÷èñëà 2 èëè ÷èñëà −1.
Ïîäîáíûå òðèâèàëüíûå ñëó÷àè â äàëüíåéøåì íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Åñëè âûáîðêà íå ïðîòèâîðå÷èò ãèïîòåçå, òî ýòà ãèïîòåçà íå ìîæåò
áûòü îòâåðãíóòà áåçîãîâîðî÷íî. Ðå÷ü ìîæåò èäòè ëèøü î ïðèçíàíèè ïî-
ëó÷åííîé âûáîðêè ìàëîâåðîÿòíîé ïðè ñïðàâåäëèâîñòè äàííîé ãèïîòåçû.

Åñëè óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ âûáîðêà ïëîõî ñîãëàñóåòñÿ ñ ãè-
ïîòåçîé, òî ãèïîòåçó ñëåäóåò îòêëîíèòü. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãèïîòåçà
ñîõðàíÿåòñÿ (äëÿ äàëüíåéøåé ïðîâåðêè).

Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ìîæåì îøèáèòü-
ñÿ: îòêëîíèòü âåðíóþ ãèïîòåçó (òàê íàçûâàåìàÿ îøèáêà ïåðâîãî ðîäà)
èëè ñîõðàíèòü íåâåðíóþ ãèïîòåçó (îøèáêà âòîðîãî ðîäà).

Â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçû ìîæíî
îöåíèòü âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íàáëþäåííîé âûáîðêè, à, ñëåäîâàòåëüíî,
è âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà. Â òî æå âðåìÿ îöåíèòü âåðîÿòíîñòü
îøèáêè âòîðîãî ðîäà íåâîçìîæíî, òàê êàê äëÿ åå îöåíêè ïîòðåáîâàëîñü
áû èññëåäîâàòü âñå àëüòåðíàòèâíûå ãèïîòåçû. Ïîýòîìó îáû÷íî óïîòðåá-
ëÿþò âûðàæåíèå "ãèïîòåçà ñîõðàíÿåòñÿ à íå "ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ".

Âåðîÿòíîñòü ñîõðàíåíèÿ âåðíîé ãèïîòåçû (äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿò-
íîñòü) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü β. Ïîñòàíîâùèê çàäà÷è îáû÷íî íàçíà÷àåò äî-
ïóñòèìóþ (ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ) âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà (1−β).

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Äîâåðÿòü äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè
â çàäà÷å ïðîâåðêè ãèïîòåçû, êàê è â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ,
ìîæíî òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðîâåðîê. Ïðè îäíî-
êðàòíîé ïðîâåðêå ìû ëèáî ïðèìåì ïðàâèëüíîå ðåøåíèå, ëèáî îøèáåìñÿ.
È íè î êàêèõ âåðîÿòíîñòÿõ â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèòü íåëüçÿ!
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4.1. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ñîãëàñèè
ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðîñòåéøàÿ âîçìîæíàÿ ãèïîòåçà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èìåþùà-
ÿñÿ âûáîðêà ïîðîæäåíà ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé (ñëó÷àéíûì âåêòîðîì) ñ
çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Àëãîðèòìû ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû
îáû÷íî íàçûâàþòñÿ êðèòåðèÿìè ñîãëàñèÿ. Ìû îïèøåì äâà òàêèõ êðèòå-
ðèÿ � êðèòåðèé õè-êâàäðàò, èçîáðåòåííûé Ê. Ïèðñîíîì38, è êðèòåðèé
Êîëìîãîðîâà39.

Êðèòåðèé õè-êâàäðàò
Ýòîò àëãîðèòì ïðîâåðêè ãèïîòåçû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
1) ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ò.å. ãèïîòåòè÷åñêîå ìíî-

æåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé (ñëó÷àéíîãî âåêòîðà), ðàçáè-
âàþò íà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé (ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé)
J1, . . . , Jm;

2) â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçû íàõîäÿò
âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé p1, . . . , pm (p1 + · · · + pm = 1) è "îæèäàåìûå
÷àñòîòû" ν1 = p1n, . . . , νm = pmn (çäåñü n � îáúåì âûáîðêè), ò.å.
êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ âûáîðêè, êîòîðûå äîëæíû ïîïàñòü â ýòè ÷àñòè;

3) íàõîäÿò "íàáëþäåííûå ÷àñòîòû" n1, . . . , nm (n1 + · · ·+nm = n),
ò.å. êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ôàêòè÷åñêè ïîïàâøèõ â ýòè ÷àñòè.

4) Åñëè ãèïîòåçà âåðíà, íàáëþäåííûå ÷àñòîòû äîëæíû ìàëî îòëè-
÷àòüñÿ îò îæèäàåìûõ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè íàáëþäåííûõ è îæè-
äàåìûõ ÷àñòîò îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

χ̂2 =
m∑

k=1

(nk − νk)
2

νk
.

×èñëî χ̂2 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çíà÷åíèå ñ.ï. (ñòàòèñòèêè) χ2.
Ê. Ïèðñîí äîêàçàë, ÷òî äëÿ áîëüøèõ îáúåìîâ âûáîðîê ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ ýòîé ñ.ï. (íåçàâèñèìî îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðîäèâøåãî âûáîðêó
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà) õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ôóíêöèåé

38Êàðë ÏÈÐÑÎÍ (C. Pearson, 1857-1936) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê è áèîëîã, ïðî-
ôåññîð Ëîíäîíñêîãî óíèâåðñèòåòà, îñíîâàòåëü æóðíàëà "Áèîìåòðèêà".

39Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂ (1903-1987) � îäèí èç êðóïíåéøèõ ìàòåìà-
òèêîâ XX âåêà. Äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí ÀÍ ÑÑÑÐ, ÷ëåí ïðàêòè÷åñêè âñåõ íàèáîëåå
àâòîðèòåòíûõ íàó÷íûõ ñîîáùåñòâ ìèðà. Ñîçäàòåëü îäíîé èç êðóïíåéøèõ â ñòðàíå
íàó÷íûõ øêîë. Àâòîð îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò ïî òåîðèè ôóíêöèé, òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé, òåîðèè èíôîðìàöèè, òåîðèè àëãîðèòìîâ...
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fχ2(t,κ) =
tκ/2−1

2κ/2Γ(κ/2)
· exp (−t/2) · δ1(t), (4.1.1)

ãäå δ1 � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, κ = m− 1.
Ôóíêöèÿ fχ2(t,κ) èìåíóåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ õè-

êâàäðàò ñ κ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Åå ãðàôèê ïðè κ = 4 èçîáðàæåí íà
ðèñ.4.1.

Π
r

Ðèñ.4.1

5) Íàçíà÷èâ äîïóñòèìóþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà (1− β),
ìîæíî îïðåäåëèòü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè χ2 (òî÷êà Π íà ðèñ.4.1)
êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

P(χ2 < Π) =

Π∫

−∞
fχ2(t,κ) dt = β,

ò.å. êàê çíà÷åíèå â òî÷êå β ôóíêöèè, îáðàòíîé ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ.ï. χ2.

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò è îáðàòíàÿ åé ôóíê-
öèÿ òàáóëèðîâàíû. Èõ çíà÷åíèÿ "óìåþò" âû÷èñëÿòü ñðåäû êîíå÷íîãî
ïîëüçîâàòåëÿ è áèáëèîòåêè Ôîðòðàíà.

6) Ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà îòêëîíÿåòñÿ, åñëè âû÷èñëåííîå ïî âûáîðêå
çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè áîëüøå ïîðîãîâîãî (χ̂2 > Π), è ñîõðàíÿåòñÿ � â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè ïðîöåäóðû ïðîâåðêè ãèïîòåçû ïî
êðèòåðèþ õè-êâàäðàò ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà îøèá-
êè ïåðâîãî ðîäà áóäåò áëèçêà ê çàäàííîé âåðîÿòíîñòè (1− β).

Êàê âèäíî èç ðèñ.4.1, ñòàòèñòèêà õè-êâàäðàò ìîæåò ïðèíèìàòü íà
âûáîðêàõ êàê óãîäíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ, íî ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå ñòàòèñ-
òèêè, òåì ðåæå îíî áóäåò âñòðå÷àòüñÿ. Ïëîùàäü çàøòðèõîâàííîé ÷àñòè
ôèãóðû íà ðèñ.4.1 ðàâíà äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè β. Ïëîùàäü íåçà-
øòðèõîâàííîé ÷àñòè (1− β) � ýòî âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà.
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Çàìå÷àíèÿ. 1. Êàêîâî áû íè áûëî ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ.ï.
X, ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò íà÷èíàåòñÿ ñ çàìåíû ýòîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ íà äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíîñòÿìè ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé pk = P(X ∈ Jk), k = 1, . . . , m.

Åñëè m ìàëî, òî áóäóò ïîòåðÿíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ãèïîòåòè-
÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, è ñäåëàííûå âûâîäû áóäóò íåíàäåæíûìè. Åñëè
æå m ñëèøêîì âåëèêî, òî íàáëþäåííûå ÷àñòîòû ìîãóò îêàçàòüñÿ î÷åíü
ìàëûìè, ÷òî òîæå ñíèæàåò äîñòîâåðíîñòü âûâîäîâ.

Îáñóæäåíèå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ m âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî
êóðñà. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî îáúåì âûáîðêè äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî
âåëèê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü è äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî m, è äîñòàòî÷íî
áîëüøóþ ñðåäíþþ íàáëþäåííóþ ÷àñòîòó n

m .
2. Åñëè m � êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ãèïîòåòè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, � çàäàíî, òî âîçíèêàåò âîïðîñ:
à êàê âûáèðàòü ýòè ÷àñòè? Ïî-âèäèìîìó, íå áóäåò õóæå, åñëè áðàòü èõ
ðàâíîâåðîÿòíûìè:

pk = P(X ∈ Jk) ≡ 1

m
; k = 1, . . . , m.

3. Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ãèïîòåòè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå íå çàäàíî ïîëíîñòüþ, à ñîäåðæèò íåñêîëüêî íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñíà÷àëà îöåíèòü ýòè ïàðàìåòðû ïî
âûáîðêå ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, îïèñàííûì â ï.3.3, à
çàòåì ïðèìåíèòü êðèòåðèé õè-êâàäðàò, çàìåíèâ íåèçâåñòíûå ïàðàìåò-
ðû íà èõ îöåíêè. Ð. Ôèøåð ïîêàçàë, ÷òî àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ
õè-êâàäðàò â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ, íî ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû óìåíü-
øàåòñÿ íà ÷èñëî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ, ò.å. â ôîðìóëå (4.1.1) ñëåäóåò
ïîëîæèòü κ = m− 1− r, ãäå r � êîëè÷åñòâî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà
Ïóñòü Fξ � ãèïîòåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé

àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñ.ï., à x = [x1, . . . , xn] � âàðèàöèîííûé ðÿä, ò.å.
óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âîçðàñòàíèþ âûáîðêà. Òîãäà ãèïîòåòè÷åñêàÿ âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ (ξ < t) ðàâíà Fξ(t), à íàáëþäåííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà
ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ âàðèàöèîííîãî ðÿäà, ëåæà-
ùèõ ëåâåå òî÷êè t. Ïóñòü ∆ � íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå ãèïîòåòè÷åñêîé
âåðîÿòíîñòè îò íàáëþäåííîé îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∆ = max
1≤k≤n

{
Fξ(xk)− k − 1

n
,
k

n
− Fξ(xk)

}
.
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À.Í. Êîëìîãîðîâ ïîêàçàë, ÷òî ïðè áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè n ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè Λ =

√
n · ∆ õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ

ôóíêöèåé

K(λ) =
[
1− 2

+∞∑
m=1

(−1)m−1exp (−2m2λ2)
]
· δ1(λ).

Ýòà ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò ãèïîòåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Fξ. Åå íàçûâàþò ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà. Ôóíêöèÿ K(λ)
è îáðàòíàÿ åé ôóíêöèÿ òàáóëèðîâàíû, èõ "óìåþò" âû÷èñëÿòü ñðåäû
êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ è áèáëèîòåêè Ôîðòðàíà.

Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà.
1) Âûáîðêà óïîðÿäî÷èâàåòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ.
2) Âû÷èñëÿåòñÿ λ̂ � çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Λ íà âûáîðêå.
3) Íàçíà÷àåòñÿ äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü β (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,

äîïóñòèìàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà (1− β)).
4) Âû÷èñëÿåòñÿ ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Êîëìîãîðîâà Π, ò.å.

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ K(Π) = β.
5) Ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà îòêëîíÿåòñÿ, åñëè âû÷èñëåííîå ïî âûáîð-

êå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè áîëüøå ïîðîãîâîãî (λ̂ > Π), è ñîõðàíÿåòñÿ � â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

4.2. Ïðèìåð: ïðîâåðêà äàò÷èêà
ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë

Ïî óòâåðæäåíèþ ðàçðàáîò÷èêà ïðîãðàììíîãî äàò÷èêà ïñåâäîñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë (ï.2.7), ýòîò äàò÷èê ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ ñî
ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (M(X) = 0, σ(X) = 1). Èìå-
åòñÿ âûáîðêà èç n = 100 ÷èñåë, ïîëó÷åííûõ îò ýòîãî äàò÷èêà:

−0.64 1.78 0.24 1.07 −1.74 0.18 0.09 1.57 0.08 −1.76
−0.83 −0.15 −0.43 0.79 −1.60 −0.69 0.17 0.86 1.60 −0.80
−0.15 −1.99 0.97 1.32 0.85 −0.49 1.00 0.44 0.81 −0.35
−0.43 −0.34 1.04 0.67 −0.72 −0.76 1.23 −0.10 −0.85 −0.84
0.29 0.41 1.08 1.82 0.81 0.59 0.28 −0.21 −0.35 0.15

−0.84 1.84 −1.71 0.56 0.90 −1.69 0.93 −0.32 0.07 −1.39
1.68 −1.80 0.45 0.82 −1.09 1.73 −0.08 −0.25 0.06 0.15

−0.14 −0.04 1.22 0.01 0.20 −0.58 −1.72 2.25 1.93 −1.82
−0.35 0.29 −2.15 −1.21 −1.20 −0.98 −1.25 −1.25 0.93 −1.48
−0.89 2.10 0.76 −0.25 −0.93 0.06 −0.38 −0.34 −2.39 0.27
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Ïðîâåðèì, ñîãëàñóåòñÿ ëè ïîëó÷åííàÿ âûáîðêà ñ äåêëàðèðîâàííûì
çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò è êðèòåðèÿ
Êîëìîãîðîâà.

1. Êðèòåðèé õè-êâàäðàò. Ñîãëàñíî àëãîðèòìó, èçëîæåííîìó â
ï.4.1, ðàçäåëèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñ.ï. (R) íà m = 10 ðàâíîâåðîÿò-
íûõ (äëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) ïðîìåæóòêîâ.

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ

1√
2π
·

xk∫

−∞
exp

(
−t2

2

)
dt =

1

2
·
(
1 + erf

( xk√
2

))
=

k

10
; k = 1, . . . , 9,

íàéäåì ãðàíèöû ýòèõ ïðîìåæóòêîâ:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
xk −1.28 −0.84 −0.52 −0.25 0.00 0.25 0.52 0.84 1.28

Î÷åâèäíî, îæèäàåìîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë â êàæäîì èç ðàâíîâåðîÿò-
íûõ ïðîìåæóòêîâ ]−∞, x1[, [x1, x2[, . . . , [x9, +∞[, ðàâíî 10. Êîëè÷åñòâà
ôàêòè÷åñêè íàáëþäåííûõ ÷èñåë â ïðîìåæóòêàõ ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé
òàáëèöå:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nk 12 10 9 11 8 12 7 8 12 11

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò íà âûáîðêå:

χ̂2 = 0.1
10∑

k=1

(nk − 10)2 = 3.2

×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû κ = 9. Â òàáëèöå 4.1 ïðèâåäåíû ïîðîãîâûå
çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò ñ 9 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû äëÿ íåêîòîðûõ
÷àñòî èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè β:

Òàáëèöà 4.1
β 0.9 0.95 0.99 0.995 0.999
Π 14.7 16.9 21.7 23.6 27.9

Âûáðàâ β = 0.95, ò.å. äîïóñêàÿ îøèáî÷íîå îòêëîíåíèå ãèïîòåçû â
ïÿòè ñëó÷àÿõ èç ñòà, íàõîäèì Π = 16.9. Ïîñêîëüêó χ̂2 = 3.2 < 16.9, ìû
íå èìååì îñíîâàíèÿ ïðåäúÿâèòü ïðåòåíçèè ðàçðàáîò÷èêó äàò÷èêà.
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2.Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà. Óïîðÿäî÷èâ âûáîðêó ïî âîçðàñòàíèþ,
íàéäåì λ̂ = 10∆ = 0.572.

Â òàáëèöå 4.2 ïðèâåäåíû ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè Êîëìîãî-
ðîâà äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèé äîâåðèòåëüíîé âåðî-
ÿòíîñòè β.

Òàáëèöà 4.2
β 0.9 0.95 0.99 0.995 0.999
Π 1.22 1.36 1.63 1.73 2.23

Çàäàäèì (êàê è äëÿ êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò) β = 0.95. Ýòîé äîâåðè-
òåëüíîé âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Êîë-
ìîãîðîâà Π = 1.36. Ïîñêîëüêó λ̂ < Π, êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà òàêæå íå
äàåò îñíîâàíèé çàáðàêîâàòü äàò÷èê ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Çàìå÷àíèå. Ïîâòîðèì åùå ðàç: ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ãèïî-
òåçà î íîðìàëüíîñòè âåðíà. Èìåþùàÿñÿ âûáîðêà ëèøü íå äàåò îñíîâà-
íèé îòâåðãíóòü åå.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ìû ïðèìåíèëè äâà ñòàòèñòè÷åñêèõ
êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè êà÷åñòâà ïðîãðàììíîãî äàò÷èêà ïñåâäîñëó÷àé-
íûõ ÷èñåë.

Èíîãäà ýòè êðèòåðèè ïðèìåíÿþòñÿ â äðóãîé ñèòóàöèè. Ïóñòü òðåáó-
åòñÿ îöåíèòü âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ. Ñëåäîâàëî áû ýòî îöåíè-
âàíèå ïðîâåñòè òàê: ïðîäåëàòü ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ è íàéòè îòíîñèòåëü-
íóþ ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ. Îäíàêî åñëè ñîáûòèå ðåäêîå, òî ïîòðå-
áóåòñÿ î÷åíü áîëüøîé îáúåì âûáîðêè (íå âñòðåòèâ ñîáûòèå íè ðàçó ïðè
òðåõ èñïûòàíèÿõ, íå ñòîèò ãîâîðèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü åãî ïîÿâëåíèÿ ðàâ-
íà íóëþ!). Ýêñïåðèìåíòàòîð, æåëàÿ ñýêîíîìèòü íà ýêñïåðèìåíòå, äåëèò
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñ.ï. íà íåáîëüøîå ÷èñëî ÷àñòåé m, âûäâèãàåò íåêî-
òîðóþ ãèïîòåçó î çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ, à çàòåì, ïîëó÷èâ óäîâëåòâîðè-
òåëüíîå (çà ñ÷åò ìàëîñòè m) ñîãëàñèå âûáîðêè ñ ãèïîòåçîé, ïðèìåíÿåò
ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðåäêîãî ñîáûòèÿ.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òàêèì "ìåòîäîì" ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå
çàäàííîå íàïåðåä çíà÷åíèå èñêîìîé âåðîÿòíîñòè.

4.3. Íåêîòîðûå äðóãèå ïðèìåíåíèÿ
êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò

Â ýòîì ïóíêòå ìû êðàòêî ðàññìîòðèì åùå äâå ÷àñòî âîçíèêàþùèå
çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû îãðàíè÷èìñÿ àëãîðèòìîì
ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò.
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Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè êîîð-
äèíàò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè X è Y .
Èìåÿ âûáîðêó îáúåìà N , ðàçäåëèì êîîðäèíàòíóþ îñü OX íà íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ ïðîìåæóòêè Jx1, . . . , JxK , à êîîðäèíàòíóþ îñü OY � íà íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ïðîìåæóòêè Jy1, . . . , JyR. Åñëè âåðíà ãèïîòåçà î íåçàâèñè-
ìîñòè êîîðäèíàò, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ (X ∈ Jxk) ∩ (Y ∈ Jyr) ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé X ∈ Jxk è Y ∈ Jyr.

Ïîñòðîèì òàê íàçûâàåìóþ òàáëèöó ñîïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ, ò.å.
(K×R)-ìàòðèöó T , ýëåìåíò tkr êîòîðîé � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âûáîðêè,
ïîïàâøèõ â ïðÿìîóãîëüíèê Jxk × Jyr.

Âû÷èñëèì ÷àñòîòû ïîïàäàíèÿ ñ.ï. X â ïðîìåæóòêè Jxk:

nxk =
R∑

r=1

tkr, k = 1, . . . , K

è ÷àñòîòû ïîïàäàíèÿ ñ.ï. Y â ïðîìåæóòêè Jyr:

nyr =
K∑

k=1

tkr, r = 1, . . . , R.

Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé X ∈ Jxk è Y ∈ Jyr íåèçâåñòíû,
çàìåíèì èõ òî÷å÷íûìè îöåíêàìè � îòíîñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè ýòèõ
ñîáûòèé. Ïîëó÷èì, ÷òî ïðè íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàòàõ îæèäàåìàÿ ÷àñòî-
òà ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â ïðÿìîóãîëüíèê Jxk × Jyr ðàâíà

νkr =
nxk · nyr

N
.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò:

χ̂2 =
K∑

k=1

R∑
r=1

(tkr − νkr)
2

νkr
= N ·

( K∑

k=1

R∑
r=1

t2kr

nxk · nyr
− 1

)
.

Îïðåäåëèì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ãèïîòåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ìû ðàçáèëè íà K ·R ÷àñòåé. Ïðè ýòîì ìû îöåíè-
âàëè ïî âûáîðêå ïàðàìåòðû äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � âåðîÿòíîñòè

pxk = P(X ∈ Jxk), k = 1, . . . , K; pyr = P(Y ∈ Jyr), r = 1, . . . , R.

Íî èç ýòèõ K + R ïàðàìåòðîâ ëèøü K + R − 2 ñâîáîäíûõ, òàê êàê∑K
k=1 pxk = 1 è

∑R
r=1 pyr = 1. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3 èç ï.4.1,
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κ = K ·R− 1− (K + R− 2) = (K − 1) · (R− 1). (4.2.1)

Ïðèìåð. Èìåÿ âûáîðêó îáúåìà N = 20,

X 62 72 88 3 51 84 84 41 46 17
Y 73 99 23 35 59 41 26 53 28 15
X 57 30 49 74 89 84 21 13 27 41
Y 80 53 95 55 62 15 71 9 0 2

ðàçäåëèì êîîðäèíàòíûå îñè íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè (ìû âçÿëè íà
êàæäîé îñè ïî ÷åòûðå ðàâíî÷àñòîòíûõ ïðîìåæóòêà):

Jx1 = ]−∞, 28[, Jx2 = [28, 50[, Jx3 = [50, 80[, Jx4 = [80, +∞[;

Jy1 = ]−∞, 20[, Jy2 = [20, 50[, Jy3 = [50, 70[, Jy4 = [70, +∞[.

Ïîñòðîèì òàáëèöó ñîïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ � (4× 4)-ìàòðèöó T :

Jy1 Jy2 Jy3 Jy4

Jx1 3 1 0 1
Jx2 1 1 2 1
Jx3 0 0 2 3
Jx4 1 3 1 0

Òàê êàê ïðîìåæóòêè íà îáåèõ îñÿõ âçÿòû ðàâíî÷àñòîòíûå, èìååì
nxk = nyr ≡ 5.

Íàõîäèì çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò íà èìåþùåéñÿ âûáîðêå:

χ̂2 = 20 ·
( 4∑

k=1

4∑
r=1

t2kr

5 · 5 − 1
)

= 13.6.

×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.2.1), ðàâíî 9. Íàçíà-
÷èâ β = 0.9, ò.å. äîïóñêàÿ îøèáî÷íîå îòêëîíåíèå ãèïîòåçû â îäíîì ñëó-
÷àå èç äåñÿòè, èç òàáëèöû 4.1 íàõîäèì Π = 14.7. Ïîñêîëüêó χ̂2 < Π,
ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè ñîõðàíÿåòñÿ.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð íîñèò ìåòîäè÷åñêèé õàðàêòåð:
èìåÿ âûáîðêó ñòîëü ìàëîãî îáúåìà, êîíå÷íî, íå ñëåäóåò ñòðîèòü òàáëèöó
ñîïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ èç 16 êëåòîê.

2. Íåòðóäíî ðàñïðîñòðàíèòü îïèñàííûé àëãîðèòì íà ñëó÷àé ïðî-
âåðêè ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè êîîðäèíàò ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî áîëüøå äâóõ.
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Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î òîì, ÷òî âûáîðêè ïîðîæäåíû îäíîé
è òîé æå ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé

Èìåþòñÿ s âûáîðîê:
x(1), . . . , x(s),

ãäå x(j) = {x(j)
1 , . . . , x

(j)
nj }. Ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà îá îäíîðîäíîñòè: âñå

âûáîðêè ïðåäñòàâëÿþò îäíó è òó æå ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ. Îïèøåì
àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò â ýòîé çàäà÷å.

1) Âûáîðêè îáúåäèíÿþòñÿ, îáðàçóÿ íîâóþ âûáîðêó z îáúåìà
s∑

j=1
nj.

2) Âûáîðêà z óïîðÿäî÷èâàåòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ.
3) Íàçíà÷àåòñÿ ÷èñëî m, è ÷èñëîâàÿ îñü äåëèòñÿ íà m íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ J1, . . . , Jm, â êàæäûé èç êîòîðûõ ïîïàäàåò îäèíà-
êîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè z. Ãðàíèöû ýòèõ ïðîìåæóòêîâ ñëóæàò
òî÷å÷íûìè îöåíêàìè ãðàíèö ðàâíîâåðîÿòíûõ ïðîìåæóòêîâ, âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ ñ.ï. â êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâíà 1

m .
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãèïîòåçà îá îäíîðîäíîñòè âåðíà, îòíîñèòåëü-

íàÿ ÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ ñ.ï. â ëþáîé èç ýòèõ ïðîìåæóòêîâ äîëæíà áûòü
áëèçêà ê 1

m äëÿ êàæäîé âûáîðêè x(j), j = 1, . . . , s. Ïîýòîìó îæèäàåìîå
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ýòîé âûáîðêè â ëþáîì ïðîìåæóòêå ðàâíî nj

m .
4) Íàõîäÿòñÿ tjk � íàáëþäåííûå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ âûáîðêè x(j)

â ïðîìåæóòêå Jk.
5) Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò:

χ̂2 =
s∑

j=1

m∑

k=1

(
tjk − nj

m

)2

nj

m

.

6) Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â ýòîé çàäà÷å
κ = (s − 1) · (m − 1) (ïî m − 1 ñòåïåíè ñâîáîäû íà êàæäóþ èç s âûáî-
ðîê, ïðè÷åì ïî âûáîðêå îöåíèâàåòñÿ m− 1 ïàðàìåòðîâ ãèïîòåòè÷åñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ � ãðàíèöû ðàâíîâåðîÿòíûõ ïðîìåæóòêîâ).

7) Çàäàåòñÿ äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü β è íàõîäèòñÿ Π � ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò.

8) Åñëè χ̂2 > Π, ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ
Íàïîìíèì åùå ðàç, ÷òî ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè âîçìîæíî òîëüêî ïðè îïèñàíèè ìàñ-
ñîâûõ ÿâëåíèé ïðè óñëîâèè ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëü-
íûõ ÷àñòîò. Ýòî óñëîâèå ÷àñòî ïîñòóëèðóåòñÿ áåç äîñòàòî÷íûõ íà òî îñ-
íîâàíèé. Ïðèâåäåì â ñâÿçè ñ ýòèì öèòàòó èç ó÷åáíèêà Â.Í. Òóòóáàëèíà40
(Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. � Ì.: ÌÃÓ, 1972; âòîðîå èçäàíèå � Ì.: ÌÃÓ, 1993):
"×ðåçâû÷àéíî âàæíî èñêîðåíèòü çàáëóæäåíèå, âñòðå÷àþùååñÿ èíîãäà ó
íåäîñòàòî÷íî çíàêîìûõ ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé èíæåíåðîâ è åñòåñòâî-
èñïûòàòåëåé, ÷òî ðåçóëüòàò ëþáîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Â îñîáî òÿæåëûõ ñëó÷àÿõ ê ýòîìó ïðèñîåäè-
íÿåòñÿ âåðà â íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ".

Èç-çà ýòîãî çàáëóæäåíèÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé î÷åíü ÷àñòî îêàçûâà-
åòñÿ îáúåêòîì âóëüãàðèçàöèé è íåêîððåêòíîãî ïðèìåíåíèÿ; âñòðå÷àþòñÿ
è îòêðîâåííûå ñïåêóëÿöèè (äîñòàòî÷íî óïîìÿíóòü ïñåâäîèñòîðè÷åñêèå
òðóäû àêàäåìèêà À.Ò. Ôîìåíêî).

Ìû ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ òðè áðîøþðû Â.Í. Òóòóáàëèíà (Òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé â åñòåñòâîçíàíèè. � Ì.: Çíàíèå, 1972; Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðà-
áîòêà ðÿäîâ íàáëþäåíèé. � Ì.: Çíàíèå, 1973; Ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè. �
Ì.: Çíàíèå, 1977), â êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ "èäåîëîãè÷åñêèå" ïðîáëåìû,
ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Òåì, êîìó íåîáõîäèìî áîëåå îñíîâàòåëüíîå çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé
âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêîé, ìû ðåêîìåíäóåì öèòè-
ðîâàííûé âûøå ó÷åáíèê, îñîáåííî âòîðóþ åãî ÷àñòü � "Íàó÷íûå
è ìåòîäè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ". Äåëî â òîì, ÷òî ó÷åáíèêè ïî òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå
ãðóïïû: ïåðâàÿ � ó÷åáíèêè äëÿ ìàòåìàòèêîâ, íåäîñòóïíûå ïðèêëàäíèêó,
è âòîðàÿ � "ó÷åáíèêè ãäå ïðåäëàãàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà "ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ".
Êóðñ Â.Í. Òóòóáàëèíà � åäèíñòâåííîå èçâåñòíîå íàì èñêëþ÷åíèå.

40Âàëåðèé Íèêîëàåâè÷ ÒÓÒÓÁÀËÈÍ (ðîä. 1936) � ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê, ïðîôåñ-
ñîð Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.
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