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Ãëàâà 1. ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

1.1. Ìåòîä ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ
Ñèñòåìà m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííûìè48

èìååò âèä 



a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

. (1.1.1)

Çäåñü áóêâîé a ñ äâóìÿ èíäåêñàìè îáîçíà÷åíû çàäàííûå ÷èñëà �
êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (ïåðâûé èíäåêñ � íîìåð óðàâíåíèÿ, âòîðîé �
íîìåð ïåðåìåííîé), áóêâîé b ñ îäíèì èíäåêñîì îáîçíà÷åíû çàäàííûå
÷èñëà � ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèé. Áóêâîé x ñ îäíèì èíäåêñîì îáîçíà-
÷åíû ÷èñëîâûå ïåðåìåííûå.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.1.1) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç n

÷èñåë x̃1, . . . , x̃n, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ (x̃1 âìåñòî
x1,. . . , x̃n âìåñòî xn) ïðåâðàùàåò âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû â âåðíûå
÷èñëîâûå ðàâåíñòâà.

Ñèñòåìó (1.1.1) ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å, åñëè ââåñòè óäîáíûå
îáîçíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìîóãîëüíóþ ÷èñëîâóþ òàáëèöó èç m ñòðîê è
n ñòîëáöîâ áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ðàçìåðà m × n èëè (m × n)-
ìàòðèöåé.

Ïðèìåðû.
[
1 2 3
4 5 6

]
� ìàòðèöà ðàçìåðà 2× 3;




1 2
3 4
5 6


 � ìàòðèöà ðàçìåðà 3× 2.

Ìàòðèöà ðàçìåðà m × m íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé, à ÷èñëî m �
åå ïîðÿäêîì. Ýëåìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò

48Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ïåðåìåííîé ïîíèìàåòñÿ áóêâà, âìåñòî êîòîðîé ðàçðåøåíî ïîä-
ñòàâëÿòü ýëåìåíòû íåêîòîðîãî çàäàííîãî ìíîæåñòâà (âìåñòî ÷èñëîâîé ïåðåìåííîé
ìîæíî ïîäñòàâëÿòü ëþáûå ÷èñëà).
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íîìåð ñòðîêè è íîìåð ñòîëáöà, íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè; îñòàëüíûå
� âíåäèàãîíàëüíûìè.

Ìàòðèöó ðàçìåðà n × 1 áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé-ñòîëáöîì (èëè
ïðîñòî ñòîëáöîì), à ÷èñëî n � âûñîòîé ñòîëáöà.

Ìàòðèöó ðàçìåðà 1 × m áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé-ñòðîêîé (èëè
ïðîñòî ñòðîêîé), à ÷èñëî m � øèðèíîé ñòðîêè.

Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó 1-ãî ïîðÿäêà (îäíîýëåìåíòíóþ) ìû áóäåì
îòîæäåñòâëÿòü ñ åå ýëåìåíòîì � ÷èñëîì.

Ïðèìåðû.
[
1
2

]
� ñòîëáåö âûñîòû 2;

[
1 2 3

]
� ñòðîêà øèðèíû 3;

[
1 2
3 4

]
� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå òåðìèíû, çàäàäèì ñèñòåìó (1.1.1) ìàòðèöåé åå
êîýôôèöèåíòîâ

A =




a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn




è ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ

b =




b1...
bm


 .

Èíîãäà ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ
îáúåäèíÿþò â ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû




a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

. .

. .
bm


 .

Ïðèìåð. Ñèñòåìà




x2 + 3x3 − x4 = 5
x1 + 2x2 + x4 = 0

3x1 + x2 − x3 + 2x4 = −1
.
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èìååò ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ

A =




0 1 3 −1
1 2 0 1
3 1 −1 2




è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ

b =




5
0

−1


 .

Ìîæíî îáúåäèíèòü èõ â ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû



0 1 3 −1
1 2 0 1
3 1 −1 2

∣∣∣∣∣∣

5
0

−1


 .

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû (1.1.1) âîçíèêàþò äâà âîïðîñà:
1) ñóùåñòâóþò ëè ðåøåíèÿ ó ýòîé ñèñòåìû?
2) åñëè ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò, òî ñêîëüêî èõ è êàê èõ íàéòè?

Ïðåæäå ÷åì îòâå÷àòü íà ýòè âîïðîñû, ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿ.

1. ×èñëî óðàâíåíèé ñèñòåìû ðàâíî ÷èñëó ïåðåìåííûõ, à êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ èìååò ñïåöèàëüíûé âèä (òàêóþ ìàòðèöó
íàçûâàþò åäèíè÷íîé): 



1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1




. (1.1.2)

Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â "øêîëüíîé" ôîðìå




1 · x1 + 0 · x2 + . . . + 0 · xn = b1

0 · x1 + 1 · x2 + . . . + 0 · xn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 · x1 + 0 · x2 + . . . + 1 · xn = bn

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, îíî åäèíñòâåííî, è, áîëåå
òîãî, óæå ôàêòè÷åñêè íàéäåíî:

x1 = b1, x2 = b2, . . . , xn = bn.
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2. ×èñëî óðàâíåíèé ñèñòåìû (m) ìåíüøå ÷èñëà ïåðåìåííûõ (n), è
(m× n)-ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ èìååò âèä




1 0 . . . 0 a1,m+1 . . . a1n

0 1 . . . 0 a2,m+1 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 am.m+1 . . . amn




. (1.1.3)

Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â "øêîëüíîé" ôîðìå




1 · x1 + a1,m+1xm+1 + . . . + a1nxn = b1

1 · x2 + a2,m+1xm+1 + . . . + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 · xm + am,m+1xm+1 + . . . + amnxn = bm

,

à çàòåì ïåðåïèøåì åå â âèäå




x1 = b1 − a1,m+1xm+1 − . . .− a1nxn

x2 = b2 − a2,m+1xm+1 − . . .− a2nxn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm = bm − am,m+1xm+1 − . . .− amnxn

. (1.1.4)

Çàäàâ ïðîèçâîëüíî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ xm+1, . . . , xn è âû÷èñëèâ
x1, . . . , xm ïî ôîðìóëàì (1.1.4), ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî, ðåøåíèå ñèñòåìû.

Ïóñòü òåïåðü ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà âèäà (1.1.1) çàäàíà
ñâîåé ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé. Ïîïûòàåìñÿ ïðèâåñòè ìàòðèöó åå
êîýôôèöèåíòîâ ê îäíîìó èç âèäîâ (1.1.2) èëè (1.1.3) ñ ïîìîùüþ
òàê íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå íå èçìåíÿþò
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû.

Ïîä ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìû ïîíèìàåì:

1) èçìåíåíèå ïîðÿäêà óðàâíåíèé â ñèñòåìå (ïåðåñòàíîâêà ñòðîê åå
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû);

2) èçìåíåíèå ïîðÿäêà ðàñïîëîæåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ
(ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ â ìàòðèöå êîýôôèöèåíòîâ);

3) óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (ñòðîêè ðàñøèðåííîé
ìàòðèöû) íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî;
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4) ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó èç óðàâíåíèé ñèñòåìû äðóãîãî, óìíîæåí-
íîãî ïðåäâàðèòåëüíî íà íåêîòîðîå ÷èñëî (ïðèáàâëåíèå ê îäíîé ñòðîêå
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû äðóãîé åå ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ÷èñëî).

Çàìå÷àíèÿ. 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû äåéñòâèòåëüíî íå èçìåíÿþò
ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé.

2. Ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè âàæåí, è åãî
èçìåíåíèÿ äîëæíû çàïîìèíàòüñÿ.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ,
ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ âñå ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé




a
(0)
11 a

(0)
12 . . . a

(0)
1n

a
(0)
21 a

(0)
22 . . . a

(0)
2n

. . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . .

a
(0)
m1 a

(0)
m2 . . . a

(0)
mn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b
(0)
1

b
(0)
2

. . .

. . .

b
(0)
m




.

Àëãîðèòì ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ.
1-é øàã.
1) Íàõîäèì â ìàòðèöå êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû âåäóùèé (íàè-

áîëüøèé ïî ìîäóëþ) ýëåìåíò. Åñëè íàèáîëüøèõ ïî ìîäóëþ ýëåìåíòîâ
íåñêîëüêî, òî â êà÷åñòâå âåäóùåãî ìîæåò áûòü âçÿò ëþáîé èç íèõ.

Çàìå÷àíèå. Ìû ïðåäïîëàãàåì, åñòåñòâåííî, ÷òî íå âñå ýëåìåíòû
ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàâíû íóëþ.

2) Ïåðåñòàâëÿÿ (åñëè íóæíî) ñòðîêè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû è
ñòîëáöû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ, ïîìåùàåì âåäóùèé ýëåìåíò â ïåðâóþ
ñòðîêó è â ïåðâûé ñòîëáåö. Ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ ïðè ýòîì çàïîìèíàåì!

3) Äåëèì ïåðâóþ ñòðîêó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû íà âåäóùèé ýëåìåíò,
Ïðè ýòîì íà ìåñòå ýëåìåíòà a

(0)
11 ïîÿâëÿåòñÿ åäèíèöà.

Åñëè ìàòðèöà ñîñòîèò èç îäíîé ñòðîêè, ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷è-
âàåòñÿ. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ï.4.

4) Ïðèáàâëÿÿ êî âòîðîé, òðåòüåé è ò.ä. ñòðîêàì ðàñøèðåííîé
ìàòðèöû åå ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ ñîîòâåòñòâåííî íà −a

(0)
21 ,−a

(0)
31

è ò.ä., ïðåîáðàçóåì ýòó ìàòðèöó ê âèäó
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1 a
(1)
12 . . . a

(1)
1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

. . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 a
(1)
m2 . . . a

(1)
mn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b
(1)
1

b
(1)
2

. . .

. . .

b
(1)
m




. (1.1.5)

Åñëè â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ïîÿâèëèñü íóëåâûå ñòðîêè, ýòè ñòðîêè
ñëåäóåò îòáðîñèòü, óìåíüøèâ òåì ñàìûì ÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå.
Äåéñòâèòåëüíî, íóëåâàÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ

0 · x1 + . . . + 0 · xn = 0,

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.
Åñëè â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ïîÿâèëàñü ñòðîêà âèäà

[
0 . . . 0 | b(1)

r

]
,

ãäå b
(1)
r 6= 0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óðàâíåíèþ

0 · x1 + . . . + 0 · xn = b(1)
r 6= 0,

êîòîðîå íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, òî
ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, íåñîâìåñòíà
ðàâíîñèëüíàÿ åé èñõîäíàÿ ñèñòåìà. Ðàáîòà àëãîðèòìà çàêîí÷åíà.

Åñëè ïîñëå ïåðâîãî øàãà ðàáîòà àëãîðèòìà íå çàêîí÷èëàñü (íå
îáíàðóæåíà íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è ÷èñëî ñòðîê â ïðåîáðàçîâàííîé
ðàñøèðåííîé ìàòðèöå áîëüøå îäíîé), òî ïåðåõîäèì êî âòîðîìó øàãó.

2-é øàã.
1) Ðàññìîòðèì âûäåëåííóþ æèðíûì øðèôòîì ïîäìàòðèöó ïðåîá-

ðàçîâàííîé ìàòðèöû49 (1.1.5):



a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

a
(1)
s2 . . . a

(1)
sn


 .

Íàõîäèì â ýòîé ïîäìàòðèöå âåäóùèé ýëåìåíò.
49Îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñòðîê â ýòîé ìàòðèöå îáîçíà÷åíî áóêâîé s, à íå m, òàê

êàê ïîñëå ïåðâîãî øàãà êîëè÷åñòâî ñòðîê ìîãëî óìåíüøèòüñÿ çà ñ÷åò îòáðàñûâàíèÿ
íóëåâûõ (s ≤ m).
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2) Ïåðåñòàâëÿÿ (åñëè íóæíî) ñòðîêè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû è ñòîëá-
öû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ, ïîìåùàåì âåäóùèé ýëåìåíò âî âòîðóþ
ñòðîêó è âî âòîðîé ñòîëáåö. Ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ çàïîìèíàåì!

3) Äåëèì âòîðóþ ñòðîêó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû íà âåäóùèé ýëåìåíò,
Ïðè ýòîì íà ìåñòå ýëåìåíòà a

(1)
22 ïîÿâëÿåòñÿ åäèíèöà.

4) Ïðèáàâëÿÿ êî âñåì ñòðîêàì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû, êðîìå âòîðîé,
åå âòîðóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ ñîîòâåòñòâåííî íà −a

(1)
12 ,−a

(1)
32 è ò.ä.,

ïðåîáðàçóåì ýòó ìàòðèöó ê âèäó



1 0 a
(2)
13 . . . a

(2)
1n

0 1 a
(2)
23 . . . a

(2)
2n

0 0 a
(2)
33 . . . a

(2)
3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 a
(2)
s3 . . . a

(2)
sn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b
(2)
1

b
(2)
2

b
(2)
3

. . .

. . .

b
(2)
s




.

Åñëè ïîñëå âòîðîãî øàãà îáíàðóæåíà íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû èëè
(ïîñëå óäàëåíèÿ âîçìîæíî ïîÿâèâøèõñÿ íóëåâûõ ñòðîê) ðàñøèðåííàÿ
ìàòðèöà ñîäåðæèò äâå ñòðîêè, òî ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ.
Èíà÷å � ïåðåõîäèì ê 3-ìó øàãó.

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåí (k−1)-é øàã, íå îáíàðóæåíà íåñîâìåñòíîñòü
ñèñòåìû è â ìàòðèöå îñòàëîñü s ≥ k ñòðîê. Ïåðåõîäèì ê k-ìó øàãó.

k-é øàã.
1) Ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû êîýôôèöèåí-

òîâ 


a
(k−1)
kk . . . a

(k−1)
kn

. . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . .

a
(k−1)
sk . . . a

(k−1)
sk


 .

Íàõîäèì â ýòîé ïîäìàòðèöå âåäóùèé ýëåìåíò.
2) Ïåðåñòàâëÿÿ (åñëè íóæíî) ñòðîêè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû è

ñòîëáöû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ, ïîìåùàåì âåäóùèé ýëåìåíò â k-þ
ñòðîêó è â k-é ñòîëáåö. Ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ ïðè ýòîì çàïîìèíàåì!

3) Äåëèì k-þ ñòðîêó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû íà âåäóùèé ýëåìåíò.
Ïðè ýòîì íà ìåñòå ýëåìåíòà a

(k−1)
kk ïîÿâëÿåòñÿ åäèíèöà.
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4) Ïðèáàâëÿÿ êî âñåì ñòðîêàì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû, êðîìå k-é,
åå k-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ ñîîòâåòñòâåííî íà −a

(k−1)
1k , . . . ,−a

(k−1)
k−1,k,

−a
(k−1)
k+1,k, . . . ,−a

(k−1)
s,k , ïðåîáðàçóåì ýòó ìàòðèöó ê âèäó




1 0 . . . 0 a
(k)
1,k+1 . . . a

(k)
1n

0 1 . . . 0 a
(k)
2,k+1 . . . a

(k)
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 a
(k)
k,k+1 . . . a

(k)
kn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 a
(k)
s,k+1 . . . a

(k)
sn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b
(k)
1

b
(k)
2

. . .

b
(k)
k

. . .

b
(k)
s




.

Åñëè ïîñëå k-ãî øàãà îáíàðóæåíà íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû èëè
(ïîñëå óäàëåíèÿ âîçìîæíî ïîÿâèâøèõñÿ íóëåâûõ ñòðîê) ðàñøèðåííàÿ
ìàòðèöà ñîäåðæèò k ñòðîê, òî ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ. Èíà÷å
� ïåðåõîäèì ê k + 1-ìó øàãó.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ íå áîëåå, ÷åì m øàãîâ (m
� ÷èñëî óðàâíåíèé ñèñòåìû) ðàáîòà àëãîðèòìà ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ
çàêàí÷èâàåòñÿ îäíèì èç òðåõ èñõîäîâ:

1) îáíàðóæèâàåòñÿ íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû;
2) ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò âèä




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . .

0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

b
(r)
1

b
(r)
2

. . .

b
(r)
n


 (r � ÷èñëî øàãîâ),

ò.å. íà ìåñòå ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷åíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ñèñòåìû.

Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîöåññå èñêëþ÷åíèÿ ñòîëáöû ìàòðèöû
êîýôèöèåíòîâ ìîãëè ìåíÿòüñÿ ìåñòàìè (ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ
çàïîìèíàëèñü!). Ïîýòîìó ýëåìåíòû ïîëó÷åííîãî ñòîëáöà ñâîáîäíûõ
÷ëåíîâ ñëåäóåò ïåðåóïîðÿäî÷èòü (ñì. ïðèìåð íèæå);

3) ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò âèä



1 0 . . . 0 a
(r)
1,s+1 . . . a

(r)
1,n

0 1 . . . 0 a
(r)
2,s+1 . . . a

(r)
2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 a
(r)
s,s+1 . . . a

(r)
s,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b
(r)
1

b
(r)
2

. . .

b
(r)
s


 ,
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ò.å. ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïî
ôîðìóëàì (1.1.4).

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Àëãîðèòì ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ
íàçûâàþò òàêæå àëãîðèòìîì Ãàóññà�Éîðäàíà50.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýëåìåíòû
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû çàäàíû òî÷íî, à âñå àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ áåç îêðóãëåíèÿ èëè óñå÷åíèÿ. Òîëüêî â ýòîì
ðåäêî âñòðå÷àþùåìñÿ ñëó÷àå âåðíû äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ.
Âëèÿíèå ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ è ïîãðåøíîñòåé, âíîñèìûõ ïðè
âû÷èñëåíèÿõ, áóäåò ðàññìîòðåíî â ãëàâå 13.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî íåñëîæíûõ ïðèìåðîâ, çàäàâàÿ ñèñòåìû èõ
ðàñøèðåííûìè ìàòðèöàìè. Íàä ñòîëáöàìè ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ
áóäåì óêàçûâàòü èç ïîðÿäêîâûå íîìåðà.

Ïðèìåð 1.



1 2 3

1 2 3
4 5 6
7 9 8

∣∣∣∣∣∣∣∣

14
32
49


 .

1-é øàã.
1) Âåäóùèé ýëåìåíò 1-ãî øàãà a

(0)
32 = 9.

2) Ìåíÿåì ìåñòàìè ïåðâóþ è òðåòüþ ñòðîêè, ïåðâûé è âòîðîé
ñòîëáöû. Ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ (èçìåíåíèå ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ)
çàïîìèíàåì! 



2 1 3

9 7 8
5 4 6
2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣

49
32
14


 .

50Êàðë Ôðèäðèõ ÃÀÓÑÑ (K.F. Gauss, 1777-1855) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, àñòðîíîì,
ôèçèê è ãåîäåçèñò, âíåñøèé ñóùåñòâåííûé âêëàä ïðàêòè÷åñêè âî âñå îáëàñòè
ìàòåìàòèêè, ïî÷åòíûé ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ.
Âèëüãåëüì ÉÎÐÄÀÍ (W. Jordan, 1842-1899) � íåìåöêèé ãåîäåçèñò. ×àñòî ìåòîä

ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ îøèáî÷íî ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà
Ê.Ì.Ý. ÆÎÐÄÀÍÀ (C.M.E. Jordan).

225



3) Äåëèì ïåðâóþ ñòðîêó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû íà âåäóùèé ýëåìåíò.



2 1 3

1 7
9

8
9

5 4 6
2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣

49
9

32
14


 .

4) Ïðèáàâëÿÿ êî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêàì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
åå ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ ñîîòâåòñòâåííî íà −5 è −2, ïîëó÷àåì
ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó 



2 1 3

1 7
9

8
9

0 1
9

14
9

0 −5
9

11
9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

49
9
43
9
28
9


 .

2-é øàã.
1) Âåäóùèé ýëåìåíò 2-ãî øàãà a

(1)
23 = 14

9 .
2) Ïîìåùàåì âåäóùèé ýëåìåíò âî âòîðóþ ñòðîêó è âòîðîé ñòîë-

áåö, ïåðåñòàâëÿÿ âòîðîé è òðåòèé ñòîëáöû. Ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ
çàïîìèíàåì! 



2 3 1

1 8
9

7
9

0 14
9

1
9

0 11
9 −5

9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

49
9
43
9
28
9


 .

3) Äåëèì âòîðóþ ñòðîêó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû íà âåäóùèé ýëåìåíò.


2 3 1

1 8
9

7
9

0 1 1
14

0 11
9 −5

9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

49
9
43
14
28
9


 .

4) Ïðèáàâëÿÿ ê ïåðâîé è òðåòüåé ñòðîêàì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
åå âòîðóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ ñîîòâåòñòâåííî íà −8

9 è −11
9 , ïîëó÷àåì

ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó 


2 3 1

1 0 5
7

0 1 1
14

0 0 − 9
14

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

19
7
43
14

− 9
14


 .

226



3-é øàã.
Ïîäìàòðèöà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ïðè óäàëå-

íèè ïåðâîé è âòîðîé ñòðîê, ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëáöà, ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîãî ýëåìåíòà − 9

14 . Îí è ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì ýëåìåíòîì 3-ãî øàãà è
ñòîèò íà ïîëîæåííîì åìó ìåñòå. Ïóíêòû 1) è 2) óæå âûïîëíåíû.

3) Äåëèì òðåòüþ ñòðîêó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû íà âåäóùèé ýëåìåíò.



2 3 1

1 0 5
7

0 1 1
14

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

19
7
43
14
1


 .

4) Ïðèáàâëÿÿ ê ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêàì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû åå
òðåòüþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ ñîîòâåòñòâåííî íà −5

7 è − 1
14 , ïîëó÷àåì ðàñ-

øèðåííóþ ìàòðèöó 


2 3 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

2
3
1


 .

Ðàáîòà àëãîðèòìà çàêîí÷åíà. Íà ìåñòå ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñòîèò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû. Ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ óêàçàí â ñòðîêå,
ñòîÿùåé íàä ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ. Ó÷èòûâàÿ åãî, ïîëó÷àåì

x2 = 2, x3 = 3, x1 = 1.

Ïðèìåð 2. 


1 2 3

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣

6
15
24


 .

1-é øàã.




1 2 3
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣

6
15
24


 ⇔




3 2 1
9 8 7
6 5 4
3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

24
15
6


 ⇔




3 2 1

1 8
9

7
9

6 5 4
3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

8
3

15
6


 ⇔




3 2 1

1 8
9

7
9

0 −1
3
−2

3

0 −2
3
−4

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

8
3

− 1

− 2


 .
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2-é øàã.




3 2 1

1 8
9

7
9

0 −1
3
−2

3

0 −2
3
−4

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

8
3

− 1

− 2


⇔




3 1 2

1 7
9

8
9

0 −4
3
−2

3

0 −2
3
−1

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

8
3

− 2

− 1


⇔




3 1 2

1 7
9

8
9

0 1 1
2

0 −2
3
−1

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

8
3
3
2

− 1


⇔




3 1 2

1 0 1
2

0 1 1
2

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

3
2
3
2

0


 .

Óäàëÿåì ïîëó÷åííóþ íóëåâóþ ñòðîêó.
Ðàáîòà àëãîðèòìà çàêîí÷åíà. Ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèâåäåíà ê âèäó (1.1.3).



3 1 2

1 0 1
2

0 1 1
2

∣∣∣∣∣∣∣
3
2
3
2


 .

Ïåðåíîñÿ ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå x2, â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì

x3 =
3

2
− 1

2
· x2; x1 =

3

2
− 1

2
· x2. (1.1.6)

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé (à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðàâíîñèëüíàÿ åé èñõîä-
íàÿ) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç (1.1.6)
ïðè ïðîèçâîëüíî çàäàííîì çíà÷åíèè x2.

Ïðèìåð 3. 


1 2 3

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣

6
12
15


 .

1-é øàã.




1 2 3
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣

6
12
15


 ⇔




3 2 1
9 8 7
6 5 4
3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

15
12
6


 ⇔




3 2 1

1 8
9

7
9

6 5 4
3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

5
3

12
6


 ⇔




3 2 1

1 8
9

7
9

0 −1
3
−2

3

0 −2
3
−4

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5
3

2

1


 .

2-é øàã.
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3 2 1

1 8
9

7
9

0 −1
3
−2

3

0 −2
3
−4

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5
3

2

1


 ⇔




3 1 2

1 7
9

8
9

0 −4
3
−2

3

0 −2
3
−1

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5
3

1

2


 ⇔




3 1 2

1 7
9

8
9

0 1 1
2

0 −2
3
−1

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5
3
3
4

2


 ⇔




3 1 2

1 0 1
2

0 1 1
2

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

9
4

−3
4
3
2


 .

Ðàáîòà àëãîðèòìà çàêîí÷åíà. Òðåòüå óðàâíåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòå-
ìû èìååò âèä

0 · x3 + 0 · x1 + 0 · x2 =
3

2
.

Îíî íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷åí-
íàÿ ñèñòåìà (à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðàâíîñèëüíàÿ åé èñõîäíàÿ) íåñîâìåñò-
íà.

1.2. Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé,

åñëè âñå åå ñâîáîäíûå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ.
Òåîðåìà. Åñëè ÷èñëî óðàâíåíèé â îäíîðîäíîé ñèñòåìå ìåíüøå, ÷åì

÷èñëî ïåðåìåííûõ, òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Âñÿêàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íóëåâîå

ðåøåíèå. Ýòî óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü íåñîâìåñòíîé.

2. Â èñõîäíîé ñèñòåìå êîëè÷åñòâî ñòðîê ìåíüøå êîëè÷åñòâà ñòîëá-
öîâ. Ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà Ãàóññà�Éîðäàíà êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ íå
ìåíÿåòñÿ, à êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé íå ðàñòåò (óìåíüøèòüñÿ îíî ìîæåò
çà ñ÷åò îòáðàñûâàíèÿ íóëåâûõ ñòðîê ðàñøèðåííîé ìàòðèöû). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòíîé áûòü íå
ìîæåò, ò.å. ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¥
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Ãëàâà 2. ÀËÃÅÁÐÀ ÌÀÒÐÈÖ
Ìàòðèöû, ââåäåííûå íàìè äëÿ êîìïàêòíîé çàïèñè ñèñòåì ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé, èìåþò ïðàâî è íà ñàìîñòîÿòåëüíîå ñóùåñòâîâàíèå. Â
ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè � ìàòðè÷íóþ àëãå-
áðó. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî âñå îïåðàöèè ìàòðè÷íîé àëãåáðû ðåàëèçîâàíû
â ñðåäàõ êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ è â âèäå Ôîðòðàí-ïðîãðàìì.

2.1. Òðàíñïîíèðîâàíèå è ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå
Îïðåäåëåíèå. Åñëè A � ñòðîêà øèðèíû n, òî ìàòðèöó-ñòîëáåö âûñî-

òû n, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì A, íàçûâàþò
òðàíñïîíèðîâàííîé ïî îòíîøåíèþ ê A è îáîçíà÷àþò AT .

Åñëè B � ñòîëáåö âûñîòû n, òî ìàòðèöó-ñòðîêó øèðèíû n, ýëåìåíòû
êîòîðîé ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì B, íàçûâàþò òðàíñïîíèðî-
âàííîé ïî îòíîøåíèþ ê B è îáîçíà÷àþò BT .

Ïðèìåðû.

Åñëè B =
[
4 5

]
, òî BT =

[
4
5

]
; åñëè A =




1
2
3


 , òî AT =

[
1 2 3

]
.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè A � (m×n)-ìàòðèöà, òî (n×m)-ìàòðèöó, ñòîëáöû
êîòîðîé ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì òðàíñïîíèðîâàííûì ñòðîêàì A (ñòðî-
êè ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì òðàíñïîíèðîâàííûì ñòîëáöàì A), íàçûâàþò
òðàíñïîíèðîâàííîé ïî îòíîøåíèþ ê A è îáîçíà÷àþò AT .

aT
ij = aji (i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n).

Ïðèìåð.

Åñëè A =




1 4
2 5
3 6


 , òî AT =

[
1 2 3
4 5 6

]
.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
AT = A, íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ïî-
ðÿäêà n âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

aT
ij = aji = aij (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n).

Îïðåäåëåíèå. Åñëè òðàíñïîíèðîâàòü ìàòðèöó A, à çàòåì çàìåíèòü
êàæäûé åå ýëåìåíò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì åìó ÷èñëîì, òî ïîëó÷èòñÿ
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ìàòðèöà, êîòîðóþ íàçûâàþò ýðìèòîâî51 ñîïðÿæåííîé (èëè ïðîñòî ñî-
ïðÿæåííîé) ïî îòíîøåíèþ ê A è îáîçíà÷àþò A∗.

a∗ij = aji (i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n).

Ïðèìåð.

Åñëè A =




1 + 2i 4
2− i 5 + 3i

3 6− 2i


 , òî A∗ =

[
1− 2i 2 + i 3

4 5− 3i 6 + 2i

]
.

Èìåþò ìåñòî î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ
(
AT

)T
= A; (A∗)∗ = A.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ
A∗ = A, íàçûâàþò ñàìîñîïðÿæåííîé èëè ýðìèòîâîé. Äëÿ ýðìèòîâîé
ìàòðèöû

a∗ij = aji = aij (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n)

(ýëåìåíòû, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè, êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåíû). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ýðìè-
òîâîé ìàòðèöû âåùåñòâåííû.

2.2. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè
Ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè íàçûâàþò óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî è

ñëîæåíèå ìàòðèö. Ëèíåéíûå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïîýëåìåíòíî.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè A � (m× n)-ìàòðèöà, à α � ÷èñëî, òî ñèìâîëîì

αA îáîçíà÷àþò ìàòðèöó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç A óìíîæåíèåì êàæäîãî åå
ýëåìåíòà íà α.

B = αA ⇐⇒ bij = α · aij (i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n).

Ïðèìåð.
(−1.5) ·

[
1 2 3
4 5 6

]
=

[−1.5 −3.0 −4.5
−6.0 −7.5 −9.0

]
.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè A è B � (m× n)-ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà, òî èõ
ñóììîé íàçûâàþò ìàòðèöó, ïîëó÷àþùóþñÿ ñëîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëåìåíòîâ A è B.

51Øàðëü ÝÐÌÈÒ (C. Hermite, 1822-1901) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí
Ïàðèæñêîé ÀÍ, ïî÷åòíûé ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ.
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C = A + B ⇐⇒ cij = aij + bij (i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n).

Ïðèìåð.
[
1 2 3
4 5 6

]
+

[
7 8 9
10 11 12

]
=

[
8 10 12
14 16 18

]
.

Ìàòðèöû ðàçíûõ ðàçìåðîâ ñêëàäûâàòü íåëüçÿ!

Èç îïðåäåëåíèé î÷åâèäíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàöèé
íàä ìàòðèöàìè (ìàòðèöû A, B, C, Θ � îäíîãî ðàçìåðà!):

1) B + A = A + B;
2) A + (B + C) = (A + B) + C;
3) A + Θ = Θ + A = A

(çäåñü Θ � íóëåâàÿ ìàòðèöà, ò.å. ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé � íóëè);
4) α(A + B) = αA + αB; (α + β)A = αA + βA;
5) (A + B)T = AT + BT ; (A + B)∗ = A∗ + B∗;
6) (αA)T = αAT ; (αA)∗ = αA∗

(çäåñü α è β � ÷èñëà).

2.3. Óìíîæåíèå ìàòðèö
Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ìàòðèöó îïðåäåëèì ñíà÷àëà äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà ëåâûé ñîìíîæèòåëü � ñòðîêà øèðèíû n, à ïðàâûé ñîìíîæèòåëü
� ñòîëáåö âûñîòû n.

[a1, . . . , an] ·



b1...
bn


 = [a1 · b1 + . . . + an · bn] = a1 · b1 + . . . + an · bn.

Ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè (ñëåâà) è ñòîëáöà (ñïðàâà) åñòü (1× 1)-ìàòðèöà,
êîòîðóþ ìû ðàíåå äîãîâîðèëèñü îòîæäåñòâëÿòü ñ ÷èñëîì.

Ïðèìåð. [
1 2 3

] ·



4
5
6


 = 1 · 4 + 2 · 5 + 3 · 6 = 32.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü ëåâûé ñîìíîæèòåëü � A

� èìååò ñòðîêè øèðèíû n, à ïðàâûé � B � ñòîëáöû âûñîòû n. Òîãäà
ìàòðèöà-ïðîèçâåäåíèå C = A ·B îïðåäåëÿåòñÿ òàê: ýëåìåíò cik åñòü ïðî-
èçâåäåíèå i-é ñòðîêè ëåâîãî ñîìíîæèòåëÿ íà k-é ñòîëáåö ïðàâîãî.

C = A ·B ⇐⇒ cik = ai1b1k + . . . + ainbnk =
n∑

j=1

aijbjk.

Ïðèìåð. [
1 2 3
4 5 6

]
·



7 10
8 11
9 12


 =

[
50 68
122 167

]
.

1 · 10 + 2 · 11 + 3 · 12 = 68.

Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå (m × p)-
ìàòðèöû íà (p× n)-ìàòðèöó åñòü (m× n)-ìàòðèöà.

Ìàòðèöû, ðàçìåðû êîòîðûõ íå ñîãëàñîâàíû, ò.å.
øèðèíà ëåâîé íå ðàâíà âûñîòå ïðàâîé, ïåðåìíîæàòü íåëüçÿ!

Èçâåñòíî, ÷òî óìíîæåíèå ÷èñåë
à) êîììóòàòèâíî: a · b = b · a,
á) àññîöèàòèâíî: a · (b · c) = (a · b) · c,
â) äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ: a · (b + c) = a · b + a · c.

Ïîêàæåì, ÷òî óìíîæåíèå ìàòðèö, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììóòàòèâíî.
Âî-ïåðâûõ, ïðè èçìåíåíèè ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé ìîæåò íàðóøèòü-

ñÿ ñîãëàñîâàííîñòü ðàçìåðîâ. Íàïðèìåð, åñëè A � (3 × 4)-ìàòðèöà, à
B � (4 × 2)-ìàòðèöà, òî AB � (3 × 2)-ìàòðèöà, à ïðîèçâåäåíèå BA íå
îïðåäåëåíî.

r = ;
ïðîèçâåäåíèå
íå îïðåäåëåíî.r

Âî-âòîðûõ, äàæå åñëè ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö îïðåäåëåíû ïðè
ëþáîì ïîðÿäêå ñîìíîæèòåëåé, òî ðàçìåðû ýòèõ ïðîèçâåäåíèé ìîãóò áûòü
ðàçëè÷íûìè. Òàê, íàïðèìåð, åñëè A � (2 × 4)-ìàòðèöà, à B � (4 × 2)-
ìàòðèöà, òî AB � (2× 2)-ìàòðèöà, à BA � (4× 4)-ìàòðèöà.

233



r = ; r = .

Íàêîíåö, ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îäíîãî ïîðÿäêà çàâåäî-
ìî îïðåäåëåíû ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè ñîìíîæèòåëåé è ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé êâàäðàòíûå ìàòðèöû òîãî æå ïîðÿäêà. Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå ïðî-
èçâåäåíèÿ ìîãóò çàâèñåòü îò ðàñïîëîæåíèÿ ñîìíîæèòåëåé. Íàïðèìåð:

[
1 0
0 0

]
·
[
0 1
0 0

]
=

[
0 1
0 0

]
;

[
0 1
0 0

]
·
[
1 0
0 0

]
=

[
0 0
0 0

]
.

Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðû êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ÷òî
AB = BA. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû A è B êîììóòèðóþò.
Íàïðèìåð: [

1 2
3 4

]
·
[
0 2
3 3

]
=

[
0 2
3 3

]
·
[
1 2
3 4

]
=

[
6 8
12 18

]
.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå âíåäèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Ìû áóäåì ïèñàòü

diag[d1, d2, . . . , dn] =




d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . dn


 .

Îòìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå ìàòðèöû A íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó D
ñëåâà ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþ ñòðîê A íà ñîîòâåòñòâóþùèå (ïî íîìåðàì)
ýëåìåíòû äèàãîíàëè D, à óìíîæåíèå íà D ñïðàâà � ê óìíîæåíèþ íà òå
æå ýëåìåíòû ñòîëáöîâ A.

Ïðèìåðû.

diag[2, 3, 4] ·



1 1
1 1
1 1


 =




2 0 0
0 3 0
0 0 4


 ·




1 1
1 1
1 1


 =




2 2
3 3
4 4


 ;




1 1
1 1
1 1


 · diag[2, 3] =




1 1
1 1
1 1


 ·

[
2 0
0 3

]
=




2 3
2 3
2 3


 .

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà I = diag[1, 1, . . . , 1] íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé.
Ýòî íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îíà êîììóòèðóåò ñ ëþáîé êâàäðàòíîé
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ìàòðèöåé òîãî æå ïîðÿäêà, ïðè÷åì A·I = I ·A = A. Åñëè íåîáõîäèìî óêà-
çàòü ïîðÿäîê åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ïèøóò In. Åñëè A � (m×n)-ìàòðèöà,
òî Im · A = A · In = A.

Îñòàëüíûå äâà ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ ÷èñåë � àññîöèàòèâíîñòü è äèñ-
òðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ � âåðíû è äëÿ ìàòðèö (êîíå÷íî,
ïðè óñëîâèè ñîãëàñîâàííîñòè ðàçìåðîâ). Äîêàæåì ýòî.

Àññîöèàòèâíîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð (m× n), ìàòðèöà
B � (n× k) è ìàòðèöà C � (k × s). Òîãäà

(A ·B) · C = A · (B · C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìàòðèöû

P = A ·B, Q = B ·C, U = P ·C = (A ·B) ·C, V = A ·Q = A · (B ·C)

(ïðîâåðüòå ñîãëàñîâàííîñòü ðàçìåðîâ!).
Äîêàæåì ðàâåíñòâî ìàòðèö U è V , èìåþùèõ îáùèé ðàçìåð (m× s),

ðàññìîòðåâ èõ ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû:

uij =
k∑

r=1

pircrj =
k∑

r=1

(
n∑

t=1

aitbtr

)
crj =

k∑
r=1

n∑
t=1

aitbtrcrj;

vij =
n∑

t=1

aitqtj =
n∑

t=1

ait

(
k∑

r=1

btrcrj

)
=

n∑
t=1

k∑
r=1

aitbtrcrj;

Âèäíî, ÷òî uij è vij ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììû îäíèõ è òåõ æå ñëàãàåìûõ
è ïîýòîìó ñîâïàäàþò. ¥

Äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàç-
ìåðà (m× n), à B è C � ìàòðèöû ðàçìåðà (n× k). Òîãäà

A · (B + C) = A ·B + A · C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìàòðèöû
R = A · (B + C), P = A ·B, Q = A · C.

(ïðîâåðüòå ñîãëàñîâàííîñòü ðàçìåðîâ!). Äîêàæåì, ÷òî R = P + Q. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

rij =
n∑

t=1

ait(btj + ctj) =
n∑

t=1

aitbtj +
n∑

t=1

aitctj = pij + qij. ¥
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Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî

(L + M) ·N = L ·N + M ·N,

ãäå L, M , N � ìàòðèöû ñ ñîãëàñîâàííûìè ðàçìåðàìè.
Âçàèìîäåéñòâèå óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñ îïåðàöèÿìè òðàñïîíèðîâàíèÿ

è ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

(A ·B)T = BT · AT ; (A ·B)∗ = B∗ · A∗.

Ïðîâåðüòå ýòè ðàâåíñòâà, îáðàòèâ âíèìàíèå íà ïîðÿäîê ñîìíîæèòå-
ëåé ñëåâà è ñïðàâà.

Â òåðìèíàõ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñèñòåìà ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïóñòü A � çàäàííàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðà (m×n), b � çàäàííûé ÷èñëîâîé ñòîëáåö âûñîòû m, x � ïåðåìåí-
íûé ñòîëáåö âûñîòû n, ò.å. x = [x1, . . . , xn]

T , ãäå x1, . . . , xn � ÷èñëîâûå
ïåðåìåííûå. Òîãäà

Ax = b èëè




a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

am1 . . . amn


 ·




x1

. .

. .

xn


 =




b1

. .

. .

bm




åñòü êðàòêàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé




a11x1 + . . . + a1nxn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + . . . + amnxn = bm

.

2.4. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

AX = B, (2.4.1)

ãäå A � çàäàííàÿ ÷èñëîâàÿ (m × n)-ìàòðèöà, B � çàäàííàÿ ÷èñëîâàÿ
(m× p)-ìàòðèöà, X � ïåðåìåííàÿ (n× p)-ìàòðèöà:




a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

am1 . . . amn


 ·




x11 . . . x1p

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

xn1 . . . xnp


 =




b11 . . . b1p

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

bm1 . . . bmp


 .
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Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ÷èñëîâàÿ (n × p)-
ìàòðèöà X̃, ïîäñòàíîâêà êîòîðîé âìåñòî ïåðåìåííîé ìàòðèöû X ïðå-
âðàùàåò óðàâíåíèå â ðàâåíñòâî ìàòðèö AX̃ = B.

Âñïîìèíàÿ ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðèö, çàïèøåì óðàâíåíèå (2.4.1)
"ïî ñòîëáöàì":

A ·



x11...
xn1


 =




b11...
bm1


 ; . . . ; A ·




x1p...
xnp


 =




b1p...
bmp


 . (2.4.2)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.1.1) åñòü ÷àñòíûé ñëó-
÷àé ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (2.4.1) ïðè p = 1, è ÷òî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
(2.4.1) ðàâíîñèëüíî p ñèñòåìàì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Âñå ñèñòåìû â (2.4.2) èìåþò îáùóþ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ. Ïðè-
ìåíÿÿ ê íèì àëãîðèòì Ãàóññà�Éîðäàíà, ìû áóäåì ìíîãîêðàòíî ïîâòî-
ðÿòü îäíè è òå æå âû÷èñëåíèÿ � îòëè÷èå áóäåò òîëüêî ïðè ðàáîòå ñî
ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè. Ïîýòîìó ñëåäóåò ðåøàòü ýòè ñèñòåìû îäíîâðåìåí-
íî. Òåõíîëîãèÿ âèäíà èç ïðèâåäåííîãî íèæå ïðèìåðà.

Ïðèìåð. 


1 2 4
1 2 3
2 3 4


 ·X =




17 8
14 6
20 9


 .

Çàïèñûâàåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó (íàä ÷åðòîé � íîìåðà ñòîëáöîâ).
1 2 3

1 2 4
1 2 3
2 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

17 8
14 6
20 9

.

1-é øàã.

1 2 3
1 2 4
1 2 3
2 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

17 8
14 6
20 9

⇔
3 2 1
4 2 1
3 2 1
4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

17 8
14 6
20 9

⇔
3 2 1
1 1

2
1
4

3 2 1
4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

17
4

2
14 6
20 9

⇔
3 2 1

1 1
2

1
4

0 1
2

1
4

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

17
4

2
5
4

0
3 1

.

2-é øàã.

3 2 1

1 1
2

1
4

0 1
2

1
4

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

17
4

2
5
4

0
3 1

⇔
3 2 1

1 1
2

1
4

0 1 1

0 1
2

1
4

∣∣∣∣∣∣∣∣

17
4

2
3 1
5
4

0

⇔
3 2 1

1 0 −1
4

0 1 1

0 0 −1
4

∣∣∣∣∣∣∣∣

11
4

3
2

3 1

−1
4
−1

2

.
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3-é øàã.

3 2 1

1 0 −1
4

0 1 1

0 0 −1
4

∣∣∣∣∣∣∣∣

11
4

3
2

3 1

−1
4
−1

2

⇔
3 2 1

1 0 − 1
4

0 1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

11
4

3
2

3 1
1 2

⇔
3 2 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2
2 −1
1 2

.

X =




1 2
2 −1
3 2


 . Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîðÿäîê ñòðîê!

Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
XA = B (2.4.3)

ïðèâîäÿò ê âèäó (2.4.1), òðàíñïîíèðóÿ îáå åãî ÷àñòè:

ATXT = BT .

Íàéäÿ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ìàòðèöó XT , åùå ðàç ïðèìåíÿþò
îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ:

X =
(
XT

)T
.

2.5. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà
Îïðåäåëåíèå. Åñëè A � (m×n)-ìàòðèöà, è ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ AX = Im, òî ýòî ðåøåíèå � (n ×m)-ìàòðèöó X � íàçûâàþò ïðà-
âîé îáðàòíîé ìàòðèöåé äëÿ A. Àíàëîãè÷íî, åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Y A = In, òî (n × m)-ìàòðèöó Y íàçûâàþò ëåâîé îáðàòíîé
ìàòðèöåé äëÿ A.

Ïîêàæåì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ó ìàòðèöû è ëåâîé è ïðàâîé îáðàò-
íûõ ñëåäóåò èõ ñîâïàäåíèå.

(AX = Im)
∧

(Y A = In) =⇒
=⇒ Y = Y Im = Y (AX) = (Y A)X = InX = X. (2.5.1)

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöó X = Y íàçûâàþò îáðàòíîé ê A è îáîçíà÷àþò
A−1, à ñàìó ìàòðèöó A íàçûâàþò îáðàòèìîé.
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Ïðèìåð. Ðåøèâ ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå



1 2 4
1 2 3
2 3 4


 ·X = I, ïîëó÷èì X =




1 −4 2
−2 4 −1

1 −1 0


 .

Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî XA = I è, ñëåäîâàòåëüíî, X = A−1.
Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (2.4.1)

ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

X = A−1B. (2.5.2)

Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèâ (2.4.1) íà A−1 ñëåâà, ïîëó÷èì (2.5.2), óìíîæèâ
æå (2.5.2) íà A ñëåâà, ïîëó÷èì (2.4.1).

Àíàëîãè÷íî, åñëè A îáðàòèìà, òî ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ
(2.4.3) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

X = BA−1. (2.5.3)

Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî îáðàòèìû è ìàòðèöû A−1, AT , A∗.
Óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ

(
A−1)−1

= A;
(
AT

)−1
=

(
A−1)T

; (A∗)−1 =
(
A−1)∗ .

Òåîðåìà. Íåêâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íå ìîæåò èìåòü îáðàòíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � (m × n)-ìàòðèöà, è m < n. Ïðèìåíèì

ìåòîä Ãàóññà�Éîðäàíà ê óðàâíåíèþ AX = Im. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïåðå-
ìåííûõ â ïðîöåññå èñêëþ÷åíèÿ íå ìåíÿåòñÿ, à ÷èñëî óðàâíåíèé ðàçâå
÷òî óìåíüøàåòñÿ, ðåøåíèå åäèíñòâåííûì áûòü íå ìîæåò � A íåîáðàòè-
ìà.

Åñëè m > n, òî òàêîå æå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íåîáðàòèìà
(n×m)-ìàòðèöà AT , à, ñëåäîâàòåëüíî, íåîáðàòèìà è A. ¥

Èòàê, îáðàòèìûìè ìîãóò áûòü òîëüêî êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Óñëî-
âèÿ îáðàòèìîñòè êâàäðàòíûõ ìàòðèö áóäóò ïîëó÷åíû â ï.3.4.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ìîæåò ñîçäàòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî äëÿ
ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AX = B íóæíî íàéòè ìàòðèöó A−1 è
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (2.5.2) èëè (2.5.3). Íà ñàìîì äåëå ýòîò ïóòü
áåññìûñëåí, òàê êàê äëÿ íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû âñå ðàâíî íóæíî
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ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = I. Áîëåå òîãî, ìàòðèöà ìîæåò áûòü
íåîáðàòèìîé, à óðàâíåíèå AX = B � âñå-òàêè ðàçðåøèìûì. Ïîýòîìó
ôîðìóëû (2.5.2) è (2.5.3) ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé è
íèêîãäà íå èñïîëüçóþòñÿ â âû÷èñëåíèÿõ.

2.6. Ñâåäåíèå êîìïëåêñíîãî
ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ê âåùåñòâåííîìó

Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

CZ = W. (2.6.1)

Çäåñü C = A+iB � çàäàííàÿ êîìïëåêñíàÿ (m×n)-ìàòðèöà, W = U+
iV � çàäàííàÿ êîìïëåêñíàÿ (m×p)-ìàòðèöà è Z = X + iY � ïåðåìåííàÿ
êîìïëåêñíàÿ (n×p)-ìàòðèöà, à A,B, U, V,X, Y � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.

Ïåðåïèøåì (2.6.1) â âèäå

(A + iB) · (X + iY ) = U + iV. (2.6.2)

Ïðèðàâíèâàÿ ïî îòäåëüíîñòè âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè óðàâ-
íåíèé (2.6.2), ïîëó÷èì ñèñòåìó âåùåñòâåííûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

{
AX −BY = U
BX + AY = V

.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà îäíîìó ìàòðè÷íîìó
óðàâíåíèþ 


A | −B

−− − −−
B | A


 ·




X

−
Y


 =




U

−
V


 , (2.6.3)

êîòîðîå íàçûâàþò îâåùåñòâëåíèåì óðàâíåíèÿ (2.6.1).
Çàìåòèì, ÷òî ðàáîòàòü ñ óðàâíåíèåì (2.6.1) âûãîäíåå, ÷åì ñ (2.6.3),

òàê êàê îíî òðåáóåò â äâà ðàçà ìåíüøå îïåðàòèâíîé ïàìÿòè êîìïüþ-
òåðà. Îäíàêî ïðîãðàììû, ðàáîòàþùèå ñ êîìïëåêñíûìè óðàâíåíèÿìè, ê
ñîæàëåíèþ, äî ñèõ ïîð âñòðå÷àþòñÿ ó íàñ ðåæå, ÷åì ïîòðåáíîñòü â íèõ.
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Ãëàâà 3. ÎÏÐÅÄÅËÈÒÅËÜ
ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ
3.1. Îïðåäåëåíèå. Ïðèìåðû

Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå âñåõ êâàäðàòíûõ ÷èñëîâûõ ìàòðèö ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òàêîé ìàòðèöå ÷èñëî, íàçûâàåìîå
åå îïðåäåëèòåëåì (äåòåðìèíàíòîì). Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðè-
öû A ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì det(A).

Îïðåäåëåíèå ýòîé ôóíêöèè ïîñòðîèì èíäóêòèâíî.
Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ

÷èñëî � åå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò:

det [a11] = a11.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü òåïåðü n > 1 � ïîðÿäîê ìàòðèöû, è ìû óìååì
âû÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (n− 1)-ãî ïîðÿäêà.

Óäàëèâ èç ìàòðèöû îäíó ñòðîêó (i-þ) è îäèí ñòîëáåö (k-é), ïîëó÷èì
ìàòðèöó (n− 1)-ãî ïîðÿäêà. Åå îïðåäåëèòåëü (êîòîðûé ìû ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ óìååì âû÷èñëÿòü) íàçîâåì äîïîëíèòåëüíûì ìèíîðîì ýëåìåíòà
aik (ñòîÿùåãî íà ïåðåñå÷åíèè óäàëåííûõ ñòðîêè è ñòîëáöà). Îáîçíà÷à-
åòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð Mik. ×èñëî Aik = (−1)i+k · Mik èìåíóåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèì ýëåìåíòà ìàòðèöû aik.

Ïðèìåð.

A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 ; M11 = det

[
5 6
8 9

]
; M23 = det

[
1 2
7 8

]
;

A11 = (−1)1+1 ·M11 = M11; A23 = (−1)2+3 ·M23 = (−1) ·M23.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ÷èñëîâîé ìàòðèöû A ïî-
ðÿäêà n > 1 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

det(A) = a1kA1k + . . . + ankAnk =
n∑

i=1

aikAik; (k = 1, . . . , n). (3, 1, 1)

Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé
ýëåìåíòîâ ëþáîãî åå ñòîëáöà íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.
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Çàìå÷àíèÿ. 1. Ñôîðìóëèðîâàííîå îïðåäåëåíèå áóäåò êîððåêòíî, åñ-
ëè äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷àåìîå ÷èñëî íå çàâèñèò îò âûáîðà ñòîëáöà. Ìû
íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî èç-çà åãî òåõíè÷åñêîé ñëîæíîñòè.

2. Âûðàæåíèå (3.1.1) îáû÷íî íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ
ïî k-ìó ñòîëáöó ìàòðèöû.

Ïðèìåðû. 1. A =

[
a11 a12

a21 a22

]
.

Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïî åå ïåðâîìó ñòîëáöó

det(A) = a11A11 + a21A21 = a11(−1)1+1M11 + a21(−1)2+1M21 =

= a11det[a22]− a21det[a12] = a11a22 − a21a12.

Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ, åñëè ðàçëîæåíèå âûïîë-
íèòü ïî âòîðîìó ñòîëáöó.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâåí ðàçíîñòè
ìåæäó ïðîèçâåäåíèåì åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
è ïðîèçâåäåíèåì åå âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

2. A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


.

Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ïî åå òðåòüåìó ñòîëáöó

det(A) = a13A13 + a23A23 + a33A33 =

= a13(−1)1+3M13 + a23(−1)2+3M23 + a33(−1)3+3M33 =

= a13det

[
a21 a22

a31 a32

]
− a23det

[
a11 a12

a31 a32

]
+ a33det

[
a11 a12

a21 a22

]
=

= a13(a21a32 − a22a31)− a23(a11a32 − a12a31) + a33(a11a22 − a12a31).

Óáåäèòåñü, ÷òî ðåçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ, åñëè ðàçëàãàòü îïðåäåëèòåëü ïî
ïåðâîìó èëè ïî âòîðîìó ñòîëáöó.

Çàìå÷àíèå. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà
òðåáóåò âûïîëíåíèÿ äâóõ óìíîæåíèé è äâóõ ñëîæåíèé. Âû÷èñëåíèå
îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà ñâîäèòñÿ (â ñîîòâåòñòâèè ñ
îïðåäåëåíèåì) ê âû÷èñëåíèþ òðåõ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, âûïîëíåíèþ òðåõ óìíîæåíèé è òðåõ ñëîæåíèé. Ñîîòâåòñòâåííî,
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âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ n

îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö (n− 1)-ãî ïîðÿäêà è âûïîëíåíèþ n óìíîæåíèé è
n ñëîæåíèé.

Îáîçíà÷èì F (n) êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, çàòðà÷èâà-
åìûõ íà âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n. Èç ïðåäûäóùèõ
ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî

F (n) > n · F (n) > F (n− 1), ò.å. F (n) > n!

Ýòà ïðîñòàÿ îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî "ïî îïðåäåëåíèþ" (3.1.1)
îïðåäåëèòåëè ìàòðèö âû÷èñëÿòü íåëüçÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðèíÿòü,
÷òî îäíà àðèôìåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ çà 10−9 ñåê., òî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû 20-ãî ïîðÿäêà ïîòðåáóåòñÿ áîëåå
20! · 10−9 ñåê.≈ 77 ëåò, à äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû 30-ãî
ïîðÿäêà � îêîëî 1016 ëåò!

Îòìåòèì îäèí êëàññ êâàäðàòíûõ ìàòðèö, îïðåäåëèòåëè êîòîðûõ (â
îòëè÷èå îò îáùåãî ñëó÷àÿ) ëåãêî âû÷èñëÿòü "ïî îïðåäåëåíèþ". Ýòî òàê
íàçûâàåìûå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû, ò.å. êâàäðàòíûå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ
ðàâíû íóëþ ëèáî âñå ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû (âåðõíèå òðåóãîëüíûå
ìàòðèöû), ëèáî âñå íàääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû (íèæíèå òðåóãîëüíûå
ìàòðèöû).

Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ïî ýëåìåí-
òàì ïåðâîãî ñòîëáöà:

det




a11 a12 a13 . . . a1n

0 a22 a23 . . . a2n

0 0 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . ann




= a11 · det




a22 a23 . . . a2n

0 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ann


 .

Ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü îïÿòü ðàçëàãàåì ïî ýëåìåíòàì ïåðâîãî
ñòîëáöà

a11 · det




a22 a23 . . . a2n

0 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ann


 = a11 · a22 · det




a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . .

0 . . . ann


 .

Ïîâòîðÿÿ ýòó îïåðàöèþ, ïîëó÷èì

det(A) = a11a22 . . . ann.
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Òîò æå ðåçóëüòàò, î÷åâèäíî ïîëó÷èòñÿ äëÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàò-
ðèöû, åñëè ðàçëàãàòü åå îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà.
Èòàê,

Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Â ÷àñòíîñòè, det(I) = det
(
diag[1, 1, . . . , 1]

)
= 1.

Ýôôåêòèâíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïðîèçâîëüíîé êâàä-
ðàòíîé ìàòðèöû áóäåò èçëîæåí â ï.4.2.

3.2. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ
Äëÿ íà÷àëà óñëîâèìñÿ î êîìïàêòíîé çàïèñè ìàòðèöû, ïðè êîòîðîé

óêàçûâàþòñÿ íå âñå åå ýëåìåíòû, à òîëüêî èìåíà åå ñòîëáöîâ:

A =
[
a(1), . . . , a(n)

]
,

ãäå
a(1) = [a11, . . . , an1]

T , . . . , a(n) = [a1n, . . . , ann]
T .

1. Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû ïðèâîäèò
ê óìíîæåíèþ åå îïðåäåëèòåëÿ íà (−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåñòàâèì â ìàòðèöå A äâà ñîñåäíèõ ñòîëáöà, ñòî-
ÿùèõ íà k-ì è (k + 1)-ì ìåñòàõ:

A = [. . .
(k)

p
(k+1)

q . . . ]; A′ = [. . .
(k)

q
(k+1)

p . . . ].

Ðàçëîæèì det(A) ïî ýëåìåíòàì k-ãî ñòîëáöà, à det(A′) � ïî ýëåìåíòàì
(k + 1)-ãî ñòîëáöà:

det(A) = p1A1k + · · ·+ pnAnk;

det(A′) = p1A
′
1,k+1 + · · ·+ pnA

′
n,k+1.

Ïîñêîëüêó ïðè óäàëåíèè èç ìàòðèö A è A′ ñòîëáöà p ïîëó÷àåòñÿ
îäíà è òà æå ìàòðèöà, èìååì Mik = M ′

i,k+1 (i = 1, . . . , n). Ïîýòîìó

A′
i,k+1 = (−1)i+k+1M ′

i,k+1 = (−1)(−1)i+kMik = (−1) · Aik,
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îòêóäà det(A′) = (−1) · det(A), ò.å. ïðè ïåðåñòàíîâêå ñîñåäíèõ ñòîëáöîâ
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû óìíîæàåòñÿ íà (−1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ñòîëáöîâ

A = [. . .
(i)

p . . .
(k)

q . . . ]; A′ = [. . .
(i)

q . . .
(k)

p . . . ].

Ïîìåíÿåì èõ ìåñòàìè, ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåñòàâëÿÿ ñîñåäíèå ñòîëáöû:

i ↔ i+1, i+1 ↔ i+2, . . . , k−1 ↔ k, k−1 ↔ k−2, . . . , i+1 ↔ i.

Òàêèõ ïåðåñòàíîâîê 2(k − i) − 1. Ïðè êàæäîé èç íèõ îïðåäåëè-
òåëü óìíîæàåòñÿ íà (−1), ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå îí óìíîæèòñÿ íà
(−1)2(k−i)−1 = −1. ¥

2. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè ñòîëáöàìè
ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ìàòðèöå åñòü äâà îäèíàêîâûõ ñòîëáöà. Ïî-
ìåíÿâ èõ ìåñòàìè, ìû ìàòðèöó íå èçìåíèì, ò.å. A′ = A, è ïîòîìó
det(A′) = det(A). Íî, ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1, det(A′) = (−1) ·det(A). Îòñþ-
äà det(A) = 0. ¥

Çàôèêñèðóåì â ìàòðèöå âñå ñòîëáöû, êðîìå k-ãî, à k-é ñäåëàåì ïåðå-
ìåííûì. Òîãäà êàæäîìó çíà÷åíèþ ýòîãî ñòîëáöà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
÷èñëî � çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, ò.å. íà ìíîæåñòâå ñòîëáöîâ áó-
äåò çàäàíà ôóíêöèÿ

f(x) = det
(
[a(1), . . . , a(k−1), x, a(k+1), . . . , a(n)]

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî f � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ÷òî

f(αx + βy) = αf(x) + βf(y)

äëÿ ëþáûõ ÷èñëîâûõ ñòîëáöîâ x, y è ëþáûõ ÷èñåë α, β.

3. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ êàæäîãî åå ñòîëáöà.
Â ÷àñòíîñòè, óìíîæåíèå ñòîëáöà ìàòðèöû íà ÷èñëî ïðèâîäèò

ê óìíîæåíèþ íà ýòî ÷èñëî åå îïðåäåëèòåëÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü

f(αx + βy) = det
(
[. . . , αx + βy, . . . ]

)

ïî ýëåìåíòàì ïåðåìåííîãî k-ãî ñòîëáöà, ïîëó÷èì

f(αx + βy) =
n∑

i=1

(αxi + βyi) Aik = α

n∑
i=1

xiAik + β

n∑
i=1

yiAik =

= α · det
(
[. . . , x, . . . ]

)
+ β · det

(
[. . . , y, . . . ]

)
= αf(x) + βf(y).

4. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ, åñëè
ê íåêîòîðîìó åå ñòîëáöó ïðèáàâèòü äðóãîé ñòîëáåö,

óìíîæèâ åãî ïðåäâàðèòåëüíî íà ëþáîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì â ìàòðèöå äâà ñòîëáöà: A = [. . . p ... q . . . ].
Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà 3 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α

det
(
[. . . p + αq . . . q . . . ]

)
= det

(
[. . . p . . . q . . . ]

)
+ α · det

(
[. . . q . . . q . . . ]

)
.

Íî, ñîãëàñíî ñâîéñòâó 2, det
(
[. . . q . . . q . . . ]

)
= 0, ò.å.

det
(
[. . . p + αq . . . q . . . ]

)
= det

(
[. . . p . . . q . . . ]

)
. ¥

5. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ñòîëáöà ìàòðèöû
íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ

äðóãîãî åå ñòîëáöà ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì k-é ñòîëáåö ìàòðèöû A ïåðåìåííûì. Òî-
ãäà ïîëó÷èì òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî x:

det
[
. . . x . . .

]
= x1A1k + · · ·+ xnAnk.

Ïîäñòàâèâ âìåñòî x m-é ñòîëáåö (m 6= k), ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü ìàò-
ðèöû ñ îäèíàêîâûìè ñòîëáöàìè, êîòîðûé ðàâåí íóëþ:

0 = det
(
[. . .

(k)

a(m) . . .
(m)

a(m) . . . ]
)

= a1mA1k + · · ·+ anmAnk. ¥

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ òåõíè÷åñêè ñëîæíî, è ìû
åãî îïóñêàåì.
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6. Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû íå ìåíÿåò
åå îïðåäåëèòåëÿ: det

(
AT

)
= det(A).

Ñëåäñòâèÿ. 1. Óòâåðæäåíèÿ 1 � 5, äîêàçàííûå äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðè-
öû, âåðíû è äëÿ åå ñòðîê.

2. Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïî ýëåìåíòàì ëþ-
áîé åå ñòðîêè:

det(A) = ak1Ak1 + . . . + aknAkn =
n∑

i=1

akiAki (k = 1, . . . , n).

3. Èç ñâîéñòâà 6 è îïðåäåëåíèÿ ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ ñëåäóåò,÷òî

7. Îïðåäåëèòåëè ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûõ ìàòðèö �
ñîïðÿæåííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà: det (A∗) = det(A).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà òàêæå îïóñêàåòñÿ èç-çà åãî
òåõíè÷åñêîé ñëîæíîñòè.

8. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàâåí ïðî-
èçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ñîìíîæèòåëåé: det(AB) = det(A) · det(B).

Äëÿ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà ïðîâåðèì ýòî ñâîéñòâî ïðÿìûì âû÷èñ-
ëåíèåì.

Ïóñòü A =

[
a11 a12

a21 a22

]
, B =

[
b11 b12

b21 b22

]
. Òîãäà

det(AB) = det

[
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

]
.

Ðàññìàòðèâàÿ ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ êàê ñóììó
äâóõ ñòîëáöîâ, ïîëó÷èì ïî ñâîéñòâó 3:

det(AB) = det

[
a11b11 a11b12 + a12b22

a21b11 a21b12 + a22b22

]
+ det

[
a12b21 a11b12 + a12b22

a22b21 a21b12 + a22b22

]
.

Òåïåðü âòîðûå ñòîëáöû ìàòðèö ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñóìì. Ïîýòîìó
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det(AB) = det

[
a11b11 a11b12

a21b11 a21b12

]
+ det

[
a11b11 a12b22

a21b11 a22b22

]
+

+det

[
a12b21 a11b12

a22b21 a21b12

]
+ det

[
a12b21 a12b22

a22b21 a22b22

]
.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû B � îáùèå ìíîæèòåëè â ñòîëáöàõ. Ïî ñâîéñòâó 3

det(AB) = b11b12 · det

[
a11 a11

a21 a21

]
+ b11b22 · det

[
a11 a12

a21 a22

]
+

+b21b12 · det

[
a12 a11

a22 a21

]
+ b21b22 · det

[
a12 a12

a22 a22

]
.

Òåïåðü âî âòîðîì è â òðåòüåì ñëàãàåìîì îïðåäåëèòåëè ìàòðèö ðàâ-
íû ñîîòâåòñòâåííî det(A) è −det(A), à â ïåðâîì è â ÷åòâåðòîì � íóëþ
(ñâîéñòâî 2). Ïîýòîìó

det(AB) = det(A) · (b11b22 − b21b12) = det(A) · det(B).

Ðàññìîòðåííûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü åãî
ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû â òðåóãîëüíóþ (îïðåäåëèòåëü êîòîðîé
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ). Òåõíîëîãèþ ðàññìîòðèì
íà ïðèìåðå òàê íàçûâàåìîé ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà52 (z1, . . . , zn � êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà)

E =




1 z1 z2
1 . . . zn−1

1
1 z2 z2

2 . . . zn−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 zn z2
n . . . zn−1

n


 .

Îáîçíà÷èì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà V (z1, z2, . . . , zn).
Âû÷òåì èç n-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû åå (n−1)-é ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà z1;
âû÷òåì èç (n− 1)-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû åå (n− 2)-é ñòîëáåö, óìíîæåííûé
íà z1; . . . ; âû÷òåì èç 2-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû åå 1-é ñòîëáåö, óìíîæåííûé
íà z1. Â ñèëó ñâîéñòâà 4 îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ:

V (z1, z2, . . . , zn) = det




1 0 0 . . . 0
1 z2 − z1 z2(z2 − z1) . . . zn−2

2 (z2 − z1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 zn − z1 zn(zn − z1) . . . zn−2
n (zn − z1)


 .

Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ïî 1-é ñòðîêå:
52Àëåêñàíäð Òåîôèë ÂÀÍÄÅÐÌÎÍÄ (A.T. Vandermonde, 1735-1796) �

ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí Ïàðèæñêîé ÀÍ.
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V (z1, z2, . . . , zn) = 1 · det




z2 − z1 z2(z2 − z1) . . . zn−2
2 (z2 − z1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn − z1 zn(zn − z1) . . . zn−2

n (zn − z1)


 .

Â ñèëó ñâîéñòâà 3 ìîæíî âûíåñòè çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ îáùèå ìíî-
æèòåëè ñòðîê (z2 − z1), . . . , (zn − z1):

V (z1, z2, . . . , zn) = (z2 − z1) · . . . · (zn − z1) · det




1 z2 . . . zn−2
2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 zn . . . zn−2

n


 .

Ìû âèäèì, ÷òî îñòàâøèéñÿ îïðåäåëèòåëü ðàâåí V (z2, . . . , zn). Ïîâòîðÿÿ
ýòó îïåðàöèþ, ïîíèæàþùóþ ïîðÿäîê ìàòðèöû, â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì

V (z1, z2, . . . , zn) =
n∏

k=2

(zk−z1) ·
n∏

k=3

(zk−z2) · . . . · (zn−zn−1) =
∏

m>k

(zm−zk).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè z1, z2, . . . , zn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà, òî îïðå-
äåëèòåëü ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà îòëè÷åí îò íóëÿ.

3.3. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ
ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ðàâåí íó-
ëþ, íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé.

Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ àë-
ãîðèòì Ãàóññà�Éîðäàíà. Èñïîëüçóåìûå â íåì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ëèáî íå ìåíÿþò îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ, ëèáî óìíî-
æàþò îïðåäåëèòåëü íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî (ïðîâåðüòå ýòî!).

1. Åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷åí îò íóëÿ, òî â
ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà îí íå ìîæåò ñòàòü íóëåì. Ïîýòîìó â ìàòðè-
öå êîýôôèöèåíòîâ íå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ íóëåâàÿ ñòðîêà, è ïî çàâåðøåíèè
ðàáîòû àëãîðèòìà ýòà ìàòðèöà ïðåâðàòèòñÿ â åäèíè÷íóþ.

Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ñ êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé
êîýôôèöèåíòîâ èìååò ðåøåíèå, è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Ýòî óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê òåîðåìà Êðàìåðà53.
53Ãàáðèåëü ÊÐÀÌÅÐ (G. Cramer, 1704-1752) � øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê.
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2. Åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí íóëþ, òî ðàáî-
òà àëãîðèòìà Ãàóññà�Éîðäàíà íå ìîæåò çàâåðøèòüñÿ ïðåâðàùåíèåì ýòîé
ìàòðèöû â åäèíè÷íóþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ñ êâàäðàòíîé âûðîæäåííîé
ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ëèáî íå èìååò ðåøåíèÿ,

ëèáî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå íå ìîæåò áûòü íåñîâìåñòíûì. Ïîýòîìó

Îäíîðîäíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ñ êâàäðàòíîé âûðîæäåííîé
ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

3.4. Ñòðóêòóðà îáðàòíîé ìàòðèöû.
Ôîðìóëû Êðàìåðà

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ îá îáðàòèìîñòè êâàäðàòíîé ìàòðèöû A,
ò.å. î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé AX = XA = I.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî

det(A) · det(A−1) = det(A · A−1) = det(I) = 1. (3.4.1)

Ïîýòîìó âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà íå ìîæåò èìåòü îáðàòíîé.
Äëÿ äàëüíåéøåãî ââåäåì ïîíÿòèå ìàòðèöû, ïðèñîåäèíåííîé ê ìàò-

ðèöå A.
Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Çàìåíèì êàæäûé åå ýëåìåíò åãî

àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì è òðàíñïîíèðóåì ðåçóëüòàò. Ïîëó÷åííóþ
ìàòðèöó íàçûâàþò ïðèñîåäèíåííîé ê A è îáîçíà÷àþò Ã :

A =




a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .

an1 . . . ann


 ; Ã =




A11 . . . An1

. . . . . . . . . . . . .

A1n . . . Ann


 .

Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèÿ P = AÃ è Q = ÃA:

Pik =
n∑

r=1

airAkr = δik · det(A)
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è, àíàëîãè÷íî,
Qik =

n∑
r=1

Ariark = δik · det(A).

Çäåñü δik =

{
1 ïðè i = k

0 ïðè i 6= k
� òàê íàçûâàåìûé ñèìâîë Êðîíåêåðà54.

Èòàê, AÃ = ÃA = I · det(A).
Åñëè det(A) 6= 0, òî

A ·
(

1

det(A)
· Ã

)
=

(
1

det(A)
· Ã

)
· A = I,

ò.å.
A−1 =

1

det(A)
· Ã. (3.4.2)

Ìû íå òîëüêî äîêàçàëè îáðàòèìîñòü íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû, íî è
ïîëó÷èëè "ÿâíîå âûðàæåíèå" äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ôîðìóëà (3.4.2) èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â
òåîðåòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèÿõ. Âû÷èñëÿòü îáðàòíóþ ìàòðèöó ñëåäóåò, ðå-
øàÿ óðàâíåíèå AX = I. Óáåäèòüñÿ â ýòîì ìîæíî, õîòÿ áû ñðàâíèâ êî-
ëè÷åñòâà îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ äâóõ ìåòîäîâ.

Ïóñòü òåïåðü Ax = b � ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé íåâûðî-
æäåííîé ìàòðèöåé.

Íàéäåì ðåøåíèå, óìíîæèâ åå ñëåâà íà A−1 = 1
det(A)

· Ã :

x =
1

det(A)
· Ã · b =

1

det(A)
·



A11 . . . An1

. . . . . . . . . . . . .

A1n . . . Ann


 ·




b1

. .

bn


 .

Îòñþäà

xk =
b1A1k + · · ·+ bnAnk

det(A)
=

det(Bk)

det(A)
, (k = 1 . . . , n), (3.4.3)

ãäå Bk- ìàòðèöà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç A çàìåíîé åå k-ãî ñòîëáöà ñòîëáöîì
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Ôîðìóëû (3.4.3) íàçûâàþò ôîðìóëàìè Êðàìåðà. Îíè äàþò ïðåä-
ñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ êâàä-
ðàòíîé ìàòðèöåé è íå äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåì âñëåäñòâèå èõ î÷åâèäíîé íåýôôåêòèâíîñòè.

54Ëåîïîëüä ÊÐÎÍÅÊÅÐ (L. Kronecker, 1823-1891) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí
Áåðëèíñêîé ÀÍ è Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ.
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Ãëàâà 4. ÒÐÅÓÃÎËÜÍÎÅ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ
ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ

4.1. LU-ðàçëîæåíèå
Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìàòðè÷íîé àëãåáðû îêàçûâàåòñÿ ïî-

ëåçíûì ïðåäñòàâèòü çàäàííóþ ìàòðèöó â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ
ìàòðèö ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû. Îäèí èç ñïîñîáîâ ôàêòîðèçàöèè (ðàç-
ëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè) ìàòðèöû ìû ñåé÷àñ ðàññìîòðèì.

Èòàê, ïóñòü çàäàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A.

1-é øàã. Íàéäåì âåäóùèé (íàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ) ýëåìåíò A. Ïå-
ðåñòàâëÿÿ (åñëè íóæíî) ñòðîêè è ñòîëáöû, ïîìåñòèì âåäóùèé ýëåìåíò
â 1-þ ñòðîêó è â 1-é ñòîëáåö. Äàëåå îáíóëèì ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåí-
òû 1-ãî ñòîëáöà, ïðèáàâëÿÿ ê m-é ñòðîêå (m = 2, . . . , n) ïåðâóþ ñòðîêó,
óìíîæåííóþ íà

(−am1
a11

)
.

Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì A(1).
2-é øàã. Íàéäåì âåäóùèé ýëåìåíò â ïîäìàòðèöå, ïîëó÷àþùåéñÿ èç

A(1) âû÷åðêèâàíèåì 1-ãî ñòîëáöà è 1-é ñòðîêè. Ïåðåñòàâëÿÿ (åñëè íóæ-
íî) ñòðîêè è ñòîëáöû, ïîìåñòèì âåäóùèé ýëåìåíò âî 2-þ ñòðîêó è âî 2-é
ñòîëáåö. Äàëåå îáíóëèì ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû 2-ãî ñòîëáöà, ïðèáàâ-
ëÿÿ ê m-é ñòðîêå (m = 3, . . . , n) âòîðóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà

(−am2
a22

)
.

Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì A(2).
k-é øàã. Ðàññìîòðèì â ìàòðèöå A(k−1), ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì

øàãå, ïîäìàòðèöó 


a
(k−1)
kk . . . a

(k−1)
kn

. . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . .

a
(k−1)
nk . . . a

(k−1)
nn


 .

Íàéäåì åå âåäóùèé ýëåìåíò. Ïåðåñòàâëÿÿ (åñëè íóæíî) ñòðîêè è ñòîëá-
öû, ïîìåñòèì âåäóùèé ýëåìåíò â k-þ ñòðîêó è â k-é ñòîëáåö. Äàëåå îá-
íóëèì ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû k-ãî ñòîëáöà, ïðèáàâëÿÿ ê m-é ñòðîêå
(m = k + 1, . . . , n) k-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà

(−amk
akk

)
.

Åñëè íà êàêîì-òî øàãå âåäóùèé ýëåìåíò îêàæåòñÿ íóëåì, ðàáîòà
àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå íå áîëåå, ÷åì (n − 1)
øàãîâ ìû ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó A â âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó,
êîòîðóþ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü U (îò àíãëèéñêîãî "Upper").
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Â ðàññìîòðåííîì âûøå àëãîðèòìå èñïîëüçîâàëèñü äâà ýëåìåíòàð-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû � ïðèáàâëåíèå ê åå ñòðîêå äðóãîé ñòðîêè,
óìíîæåííîé íà ÷èñëî, è ïåðåñòàíîâêè ñòðîê (ñòîëáöîâ). Ïîêàæåì, ÷òî
ýòè ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ðàâíîñèëüíû óìíîæåíèþ åå
íà ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Îáîçíà÷èì Ekm(α) (k 6= m) êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷àåìóþ èç
åäèíè÷íîé çàìåíîé íóëÿ â k-é ñòðîêå è m-ì ñòîëáöå ÷èñëîì α 6= 0.

Ïðèìåð. Ìàòðèöà 4-ãî ïîðÿäêà

E31(−2) =




1 0 0 0
0 1 0 0
−2 0 1 0
0 0 0 1


 .

Çàìå÷àíèå. Åñëè k > m, òî Ekm(α) � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ, åñëè
k < m � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óìíîæèâ ìàòðèöó A íà Ekm(α) ñëåâà, ìû
ïðèáàâèì ê åå k-é ñòðîêå m-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà α.

Ïðèìåð.

E31(−2) · A =




1 0 0 0
0 1 0 0
−2 0 1 0
0 0 0 1


 ·




a11 . . . a14

a21 . . . a24

a31 . . . a34

a41 . . . a44


 =

=




a11 . . . a14

a21 . . . a24

a31 − 2a11 . . . a34 − 2a14

a11 . . . a14


 .

Íåñëîæíî òàêæå âèäåòü (ïðîâåðüòå ýòî!), ÷òî

Ekm(α) · Ekm(−α) = I. (4.1.1)

Åñëè áû ìîæíî áûëî ïðîâåñòè îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ìàòðèöû â âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ áåç âûáîðà âåäóùèõ ýëåìåí-
òîâ (ò.å. áåç ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ), òî ñ ó÷åòîì óñòàíîâëåííûõ
ñâîéñòâ ìàòðèö Ekm(α) ìîæíî áûëî áû íàïèñàòü

En,n−1

(
− a

(n−2)
n,n−1

a
(n−2)
n−1,n−1

)
· . . . · E31

(
−a31

a11

)
· E21

(
−a21

a11

)
· A = U. (4.1.2)
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Çäåñü U � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, à êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé
ñëåâà îò A ðàâíî êîëè÷åñòâó îáíóëÿåìûõ ïîääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà, ò.å. n(n− 1)

2 .
Âûðàçèì ìàòðèöó A èç (4.1.2), èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (4.1.1):

A = E21

(
a21

a11

)
· E31

(
a31

a11

)
· . . . · En,n−1

(
a

(n−2)
n,n−1

a
(n−2)
n−1,n−1

)
· U. (4.1.3)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ïðîâåðüòå ýòî!), ÷òî ïðîèçâåäåíèå íèæíèõ òðå-
óãîëüíûõ ìàòðèö åñòü íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Åñëè æå íà äèàãî-
íàëÿõ ñîìíîæèòåëåé ñòîÿò åäèíèöû, òî è ïðîèçâåäåíèå èìååò åäèíè÷íóþ
äèàãîíàëü.

Òàêèì îáðàçîì, ñëåâà îò ìàòðèöû U â (4.1.3) ñòîèò íèæíÿÿ òðå-
óãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé äèàãîíàëüþ. Îáîçíà÷èâ åå L (îò àíãëèé-
ñêîãî "Lower"), ïåðåïèøåì (4.1.3) â âèäå

A = LU.

Îäíàêî â ðåàëüíîì àëãîðèòìå ïðèñóòñòâóþò åùå ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è
ñòîëáöîâ ìàòðèöû. Ââåäåì ìàòðèöó ýëåìåíòàðíûõ ïåðåñòàíîâîê Πkm,
ïîëó÷àþùóþñÿ èç åäèíè÷íîé ïåðåìåùåíèåì åäèíèöû, ñòîÿùåé â k-é
ñòðîêå â m-é ñòîëáåö, à åäèíèöû, ñòîÿùåé â m-é ñòðîêå, � â k-é ñòîëáåö.

Ïðèìåð.

Π13 · A =




0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1


 ·




a b c d

∗ ∗ ∗ ∗
p q r s

∗ ∗ ∗ ∗


 =




p q r s

∗ ∗ ∗ ∗
a b c d

∗ ∗ ∗ ∗




A · Π13 =




a ∗ p ∗
b ∗ q ∗
c ∗ r ∗
d ∗ s ∗


 ·




0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1


 =




p ∗ a ∗
q ∗ b ∗
r ∗ c ∗
s ∗ d ∗


 .

Çäåñü çâåçäî÷êàìè îáîçíà÷åíû ýëåìåíòû ìàòðèö, íå ìåíÿþùèå ñâî-
åãî ïîëîæåíèÿ. Âèäíî, ÷òî óìíîæàÿ ìàòðèöó A íà Πkm ñëåâà, ìû ïåðå-
ñòàâëÿåì â A k-þ è m-þ ñòðîêè, à óìíîæàÿ åå íà Πkm ñïðàâà, ïåðåñòàâ-
ëÿåì k-é è m-é ñòîëáöû.

Îòìåòèì ñâîéñòâà ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûõ ïåðåñòàíîâîê.
1. Â êàæäîé åå ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå ðîâíî îäíà åäèíèöà; îñòàëü-

íûå ýëåìåíòû � íóëè.

254



2. Πkm · Πkm = I (äâàæäû ïîìåíÿâ ìåñòàìè îäíó è òó æå ïàðó
ñòîëáöîâ èëè ñòðîê, ïîëó÷àåì èñõîäíóþ ìàòðèöó).

3. det (Πkm) = −1 (ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê èëè äâóõ ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþ åå îïðåäåëèòåëÿ íà (−1)).

Ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ìàòðèö ýëåìåíòàðíûõ ïåðåñòàíîâîê åñòü
ìàòðèöà, ìåíÿþùàÿ ìåñòàìè óæå íåñêîëüêî ïàð ñòîëáöîâ (ñòðîê). Òàêàÿ
ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâîê è îáëàäàåò ñâîéñòâîì 1. Åå
îïðåäåëèòåëü ðàâåí ëèáî (+1), ëèáî (−1). Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ìàòðèöå
ïåðåñòàíîâîê, òàêæå åñòü ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóþò òàêèå

ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê Π1 è Π2, ÷òî

Π1 · A · Π2 = L · U, (4.1.4)

ãäå L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé äèàãîíàëüþ, à U �
âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

Ôîðìóëà (4.1.4) íàçûâàåòñÿ LU -ðàçëîæåíèåì èëèòðåóãîëüíûì ðàç-
ëîæåíèåì ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî ìû îïóñêàåì èç-çà åãî òåõíè÷åñêîé ñëîæíîñòè.
Îòìåòèì, ÷òî Π1 è Π2 (à, ñëåäîâàòåëüíî, L è U) îïðåäåëåíû íå åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òîãî, ÷òî ïðè âûáîðå âåäóùåãî
ýëåìåíòà ìîæåò âñòðåòèòüñÿ íåñêîëüêî ðàâíûõ ïî ìîäóëþ íàèáîëüøèõ
ýëåìåíòîâ è, îòäàâ ïðåäïî÷òåíèå îäíîìó èç íèõ, ìû ïîëó÷èì îäíî èç
âîçìîæíûõ LU -ðàçëîæåíèé ìàòðèöû.

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà âìåñòî LU -ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçóþò òàê íàçûâà-
åìîå LDU -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû. Åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî
â ôîðìóëå (4.1.3) U � òàêæå íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ïîëîæèì D =
diag[u11, . . . , unn] è Ũ = D−1U . Òîãäà Ũ � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà
ñ åäèíè÷íîé äèàãîíàëüþ, è ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Π1 · A · Π2 = LDŨ,

êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ LDU -ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A.

4.2. Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ LU-ðàçëîæåíèÿ
1. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (4.1.4) è ñâîé-

ñòâà îïðåäåëèòåëåé, ìû ìîæåì íàïèñàòü:
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det(A) = det
(
Π−1

1 · L · U · Π−1
2

)
=

= det
(
Π−1

1

) · det(L) · det(U) · det
(
Π−1

2

)
=

= (±1) · u11 · . . . · unn (4.2.1)

(ñîãëàñíî ï.3.1., det(L) = 1, det(U) = u11 · . . . ·unn, à çíàê â ïðàâîé ÷àñòè
çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ïåðåñòàíîâîê ïðè âûïîëíåíèè LU -
ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû).

Â ï.3.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû "ïî
îïðåäåëåíèþ" íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó òðåáóåìîå äëÿ åãî ðåàëèçàöèè êî-
ëè÷åñòâî îïåðàöèé ïðåâûøàåò n! (n � ïîðÿäîê ìàòðèöû). Ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî LU -ðàçëîæåíèå òðåáóåò ïîðÿäêà n3

3 îïåðàöèé. Ïðè n = 30

ýòî ñîñòàâèò îêîëî 3 · 104 (ñðàâíèòå ñ ïîëó÷åííîé ðàíåå îöåíêîé 3 · 1023

äëÿ âû÷èñëåíèÿ "ïî îïðåäåëåíèþ"). Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ LU -ðàçëîæåíèÿ
îïðåäåëèòåëü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4.2.1) ýëåìåíòàðíî.

2. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Åñëè ïîëó÷åíî LU -ðàçëî-
æåíèå ìàòðèöû A, òî ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîìó ðåøåíèþ äâóõ ñèñòåì ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè:

Ly = b, Ux = y. (4.2.2)

Ðåøåíèå ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ òðåáóåò
âûïîëíåíèÿ ïîðÿäêà n2 îïåðàöèé (ïðîòèâ n3 äëÿ ñèñòåìû ñ çàïîëíåííîé
ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ). Ïðàâäà, çàòðàòû âðåìåíè íà LU -ðàçëîæåíèå
ñðàâíèìû ñ âðåìåíåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ çàïîëíåííîé ìàòðèöåé è, íà
ïåðâûé âçãëÿä, âûãîäû íå âèäíî. Îäíàêî â ïðèëîæåíèÿõ âåñüìà ÷àñòî
ïðèõîäèòñÿ íåîäíîêðàòíî ðåøàòü ñèñòåìû ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé
è ðàçëè÷íûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ôàêòîðèçàöèÿ ïðîèç-
âîäèòñÿ îäèí ðàç, à çàòåì êàæäûé ðàç ðåøàþòñÿ ñèñòåìû (4.2.2), ÷òî
ïðè ìàòðèöàõ áîëüøîãî ïîðÿäêà äàåò âåñüìà çíà÷èòåëüíûé âûèãðûø âî
âðåìåíè.
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5. ËÈÍÅÉÍÎÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ
5.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö-ñòîëáöîâ âûñîòû n ñ êîìïëåêñ-
íûìè ýëåìåíòàìè. Ìàòðèöû-ñòîëáöû áóäåì îáîçíà÷àòü â ýòîì ïóíêòå
ëàòèíñêèìè áóêâàìè, à ÷èñëà � ãðå÷åñêèìè. Ñòîáåö ñ íóëåâûìè ýëåìåí-
òàìè áóäåì îáîçíà÷àòü θ (èëè θn, åñëè íåîáõîäèìî óêàçàòü åãî âûñîòó).
Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ −x = (−1) · x è áóäåì íàçûâàòü ñòîëáåö −x

ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîëáöó x.
Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöû-ñòîëáöû ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà

÷èñëà. Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé.
1)x+y = y+x, 2)(x+y)+z = (x+z)+y, 3)x+θ = x, 4)x+(−x) = θ;

5) 1 · x = x, 6) (α + β) · x = αx + βx, 7) (αβ)x = α(βx);

8) α · (x + y) = αx + αy.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö-ñòîëáöîâ âûñî-
òû n c ââåäåííûìè âûøå îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ Cn.
Åãî ýëåìåíòû � (n× 1)-ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Cn íàçûâàþò òàêæå êîìïëåêñ-
íûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì â îòëè÷èå îò âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà Rn � ìíîæåñòâà âñåõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö-ñòîëáöîâ
âûñîòû n, â êîòîðîì ðàçðåøåíî óìíîæåíèå òîëüêî íà âåùåñòâåííûå
÷èñëà.

2. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî R3 èìååò î÷åâèäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ: êàæäîìó åãî âåêòîðó x = [x1, x2, x2]

T ìîæíî ñîïîñòàâèòü
íàïðàâëåííûé îòðåçîê, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâìåùåíî ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò,
à êîíåö ðàñïîëîæåí â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x1, x2, x3 (ðèñ.5.1).

¡
¡

¡
¡¡

©©©©©©*

x1

x2

x3

−→x

x = [x1, x2, x3]
T

Ðèñ.5.1
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Àíàëîãè÷íî, ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà R2

äàþò íàïðàâëåííûå îòðåçêè íà ïëîñêîñòè.
Áóäåì îáîçíà÷àòü íàïðàâëåííûé îòðåçîê òîé æå áóêâîé, ÷òî è ñîîò-

âåòñòâóþùèé åìó âåêòîð, íî ñî ñòðåëêîé ñâåðõó. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
−−−→
x + y = −→x +−→y ; −→αx = α · −→x .

5.2. Àáñòðàêòíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî óäåëåíî èçëèøíåå âíèìàíèå ïåðå÷èñëåíèþ

èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè. Äåëî, îäíàêî, â
òîì, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî � îäíî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè.

Ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî,
íàä ýëåìåíòàìè êîòîðîãî (âåêòîðàìè) ìîæíî ïðîèçâîäèòü äâå îïåðàöèè,
èìåíóåìûå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî.

Ñëîæåíèå. Êàæäîé ïàðå ýëåìåíîâ ïðîñòðàíñòâà (x, y) (âåêòîðîâ)
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð, íàçûâàåìûé èõ ñóììîé è îáîçíà÷àåìûé
x + y. Ýòà îïåðàöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. x + y = y + x.

2. (x + y) + z = x + (y + z).

3. Ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð θ, èìåíóåìûé íóëåâûì, ÷òî x + θ = x

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x.
4. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x åñòü òàêîé âåêòîð (−x), èìåíóåìûé ïðî-

òèâîïîëîæíûì ê x, ÷òî x + (−x) = θ.
Óìíîæåíèå íà ÷èñëî. Êàæäîìó âåêòîðó x è êàæäîìó ÷èñëó α ñòà-

âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð αx, íàçûâàåìûé èõ ïðîèçâåäåíèåì. Ïðè ýòîì

5. 1 · x = x.

6. (α + β) · x = α · x + β · x.

7. (αβ) · x = α · (β · x).

8. α · (x + y) = α · x + α · y.

Ïåðå÷èñëåííûå âîñåìü ñâîéñòâ íàçûâàþò àêñèîìàìè ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè íå ñóùå-
ñòâåííî, ÷òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà �
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âåêòîðû (ëèøü áû èõ ìîæíî áûëî "ñêëàäûâàòü "óìíîæàòü íà ÷èñëà è
âûïîëíÿëèñü àêñèîìû). Òîãäà áóäóò ñïðàâåäëèâû âñå âûâîäû ïîñòðî-
åííîé íèæå òåîðèè. Â íàøåì êóðñå ìû ðàññìàòðèâàåì, â îñíîâíîì, ïðî-
ñòåéøèå ÷àñòíûå ñëó÷àè � ïðîñòðàíñòâà Cn èRn. Îäèí ïðèìåð ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà, îòëè÷íîãî îò Cn è Rn, áóäåò ðàññìîòðåí â ï.5.5.

5.3. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ
Ïóñòü çàäàíû âåêòîðû a(1), . . . , a(k) ∈ Cn. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå

α1a
(1) + . . . + αka

(k) = θ, (5.3.1)

â êîòîðîì èñêîìûìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà α1, . . . , αk.
Óðàâíåíèå (5.3.1) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå Aα = θn, ãäå

A =
[
a(1), ..., a(k)

]
� çàäàííàÿ (n × k)-ìàòðèöà, α = [α1, . . . , αk]

T � èñ-
êîìûé âåêòîð-ñòîëáåö, ò.å. îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíóþ ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáûõ çàäàííûõ âåêòîðàõ ýòà ñèñòåìà èìååò íó-
ëåâîå ðåøåíèå α1 = α2 = . . . = αk = 0 (α = θk).

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Òàê, íàïðèìåð,
åñëè a(1) = [1 0 0]T , a(2) = [0 1 0]T , òî óðàâíåíèå

α1a
(1) + α2a

(2) = θ3 ⇐⇒ [α1 α2 0]T = [0 0 0]T

èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå α1 = α2 = 0. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî,
÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ, îò-
ëè÷íûå îò íóëåâîãî (íàïðèìåð, åñëè ÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî
ïåðåìåííûõ).

Îïðåäåëåíèå. Åñëè óðàâíåíèå (5.3.1) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå,
òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {a(1), . . . , a(k)} íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì.
Åñëè æå ýòî óðàâíåíèå èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ, òî óïîìÿíóòîå ìíîæå-
ñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì.

Äîêàæåì òåïåðü íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè ìíîæåñòâà âåêòîðîâ.

1. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà,
ëèíåéíî íåçàâèñèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. a 6= θ
∧

αa = θ =⇒ α = 0. ¥
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2. Ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå íóëåâîé âåêòîð, ëèíåéíî çàâèñèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå α1a
(1) + . . . + αka

(k) + αθ = θ èìååò î÷å-
âèäíîå íåíóëåâîå ðåøåíèå α1 = . . . = αk = 0, α = 1.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì íåîáõîäèìî ââåñòè âàæíîå íîâîå ïîíÿòèå.
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð a = α1a

(1) + . . . + αka
(k) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a(1), . . . , a(k).

3. Åñëè ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìî, òî
õîòÿ áû îäèí èç íèõ åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α1, . . . , αk � íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (5.3.1), ñóùåñòâóþùåå â ñèëó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìíîæåñòâà
{a(1), . . . , a(k)}. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè αm 6= 0. Ïåðåíîñÿ â (5.3.1)
ñëàãàåìîå αma(m) â ïðàâóþ ÷àñòü è äåëÿ îáå ÷àñòè íà −αm, ïîëó÷èì

a(m) =
(
− α1

αm

)
a(1) + . . . +

(
−αm−1

αm

)
a(m−1)+

+
(
−αm+1

αm

)
a(m+1) + . . . +

(
− αk

αm

)
a(k). ¥

4. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ ìíîæåñòâà åñòü ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ, òî ìíîæåñòâî ëèíåéíî çàâèñèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð,

a(m) = α1a
(1) + . . . + αm−1a

(m−1) + αm+1a
(m+1) + . . . + αka

(k).

Ïåðåíîñÿ âñå ñëàãàåìûå â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì
θ = α1a

(1) + . . . + αm−1a
(m−1) + (−1)a(m) + αm+1a

(m+1) + . . . + αka
(k).

Ìû ïîñòðîèëè íåíóëåâîå (αm = −1) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.3.1), ò.å.
ìíîæåñòâî {a(1), . . . , a(k)} ëèíåéíî çàâèñèìî. ¥

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ 3 è 4 ÷àñòî ôîðìóëèðó-
þò òàê: ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ðàâíîñèëüíà âîç-
ìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîãî èç íèõ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
îñòàëüíûõ.
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5. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ñîäåðæàùåå ëèíåéíî çàâèñèìóþ ÷àñòü,
ëèíåéíî çàâèñèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî a(1), . . . , a(k) ñîäåðæèò k âåêòîðîâ,
è åãî ÷àñòü a(1), . . . , a(m) (m < k) ëèíåéíî çàâèñèìà, ò.å. óðàâíåíèå
β1a

(1)+ . . .+βma(m) = θ èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå (ñðåäè ÷èñåë β1, . . . , βm

åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ). Òîãäà è óðàâíåíèå

α1a
(1) + . . . + αma(m) + αm+1a

(m+1) + · · ·+ αka
(k) = θ

èìååò î÷åâèäíîå íåíóëåâîå ðåøåíèå

α1 = β1, . . . , αm = βm; αm+1 = . . . = αk = 0. ¥

6. Âñÿêàÿ íåïóñòàÿ ÷àñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà
ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî.
Çàìå÷àíèÿ. 1. Åñëè äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà â R2(R3) ëèíåéíî çàâèñè-

ìû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì íàïðàâëåííûå îòðåçêè êîëëèíåàðíû (ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé).

2. Åñëè òðè íåíóëåâûõ âåêòîðà â R3 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì íàïðàâëåííûå îòðåçêè êîìïëàíàðíû (ëåæàò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè).

5.4. Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà è åãî áàçèñ
Îïðåäåëåíèå. Åñëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå P ñóùåñòâóåò ëèíåé-

íî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî èç n âåêòîðîâ, à âñÿêîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-
ùåå áîëåå, ÷åì n âåêòîðîâ, ëèíåéíî çàâèñèìî, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü n è ïèøóò55:

dim(P ) = n.

Ïðèìåð. Äîêàæåì, ÷òî dim(Cn) = n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n âåêòîðîâ

e(1) = [1, 0, . . . , 0]T , e(2) = [0, 1, . . . , 0]T , . . . , e(n) = [0, 0, . . . , 1]T ,

55dimension (àíãë.) � ðàçìåðíîñòü.
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ëèíåéíî íåçàâèñèìî, òàê êàê óðàâíåíèå α1e
(1) + . . . + αne

(n) = θ, èëè



1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1


 ·




α1

α2

. .

αn


 =




0
0
.

0


 ,

èëè, íàêîíåö, Inα = θn, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå α1 = . . . = αn = 0.
Â òî æå âðåìÿ ëþáàÿ ÷àñòü Cn, ñîäåðæàùàÿ áîëüøå, ÷åì n âåêòîðîâ,

ëèíåéíî çàâèñèìà, òàê êàê ïðè m > n óðàâíåíèå α1a
(1)+. . .+αma(m) = θn

èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå êàê îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé êîëè÷åñòâî
ïåðåìåííûõ (m) ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé (n). ¥

Çàìå÷àíèå. Èç íàøåãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî è dim(Rn) = n.
Åñëè íå îãðàíè÷èâàòüñÿ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè Cn è Rn, òî

íåëüçÿ èñêëþ÷èòü ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ìíî-
æåñòâà, ñîäåðæàùèå êàê óãîäíî ìíîãî âåêòîðîâ. Ïîýòîìó ìû ââåäåì

Îïðåäåëåíèå. Åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
n âåêòîðîâ, òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì.

Äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ââåäåì ïîíÿòèå áàçèñà.
Îïðåäåëåíèå. Áàçèñîì n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâà-

åòñÿ ëþáîé óïîðÿäî÷åííûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð èç n âåêòîðîâ
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåð. Âåêòîðû e(1) . . . , e(n), ââåäåííûå âûøå, îáðàçóþò áàçèñ â Cn

è â Rn. Åãî íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì áàçèñîì.
Ðîëü áàçèñà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåò
Òåîðåìà. Âñÿêèé âåêòîð êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà, è òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a(1) . . . , a(n) � áàçèñ, è b � ïðîèçâîëü-
íûé âåêòîð. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ìíîæåñòâî
b, a(1) . . . , a(n), ñîäåðæàùåå áîëåå, ÷åì n âåêòîðîâ, ëèíåéíî çàâèñèìî. Ïî-
ýòîìó óðàâíåíèå αb + α1a

(1) + . . . + αna
(n) = θ èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.

Â ÷àñòíîñòè, α 6= 0, èáî èíà÷å èìåëî áû íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèå
α1a

(1) + . . . + αna
(n) = θ, è áàçèñ îêàçàëñÿ áû ëèíåéíî çàâèñèìûì ìíî-

æåñòâîì! À åñëè α 6= 0, òî
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b =
(
−α1

α

)
a(1) + . . . +

(
−αn

α

)
a(n),

è âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ äîêàçàíà.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü èìåþòñÿ
äâà ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ: b = β1a

(1) + . . . + βna
(n) è b = γ1a

(1) + . . . + γna
(n). Âû÷èòàÿ âòîðîå

ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî, ïîëó÷àåì

θ = (β1 − γ1)a
(1) + . . . + (βn − γn)a

(n).

Îòñþäà, âñëåäñòâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè áàçèñà, âñå êîýôôèöè-
åíòû ïðè åãî âåêòîðàõ � íóëè, ò.å. β1 = γ1, . . . , βn = γn.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
âåêòîðîâ áàçèñà íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ïî áàçèñó, à êîýôôè-
öèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ � êîîðäèíàòàìè ýòîãî âåêòîðà â ýòîì áàçèñå.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Îòìåòèì ñóùåñòâåííîñòü ôèêñàöèè ïîðÿäêà âåêòîðîâ
â áàçèñå (óïîðÿäî÷åííîñòè áàçèñà). Èçìåíèâ ïîðÿäîê âåêòîðîâ â áàçèñå,
ïîëó÷èì, êîíå÷íî, îïÿòü áàçèñ, íî äðóãîé!

2. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàçëîæåíèå âåêòîðà b ïî áàçèñó
a(1) . . . , a(n), ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

α1a
(1) + . . . + αna

(n) = b (5.4.1)

ñâîäèòñÿ â Cn è â Rn ê ðåøåíèþ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

Aα = b, (5.4.2)

ãäå, êàê âñåãäà, A = [a(1), . . . , a(n)], α = [α1, . . . , αn]
T .

Òàêèì îáðàçîì, (5.4.1) è (5.4.2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîïðîñòó äâå
ðàçëè÷íûå ôîðìû çàïèñè îäíîãî è òîãî æå óðàâíåíèÿ � "âåêòîðíóþ" è
"ìàòðè÷íóþ".

Ñëåäñòâèÿ. 1. Åñëè ñòîëáöû êâàäðàòíîé ìàòðèöû ëèíåéíî
íåçàâèñèìû (ò.å. ñîñòàâëÿþò áàçèñ Cn ( Rn)), òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé (5.4.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì ñòîëáöå
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

2. Ïîñêîëüêó åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ êâàäðàò-
íîé ìàòðèöåé ðàâíîñèëüíà (êàê óæå èçâåñòíî) íåâûðîæäåííîñòè ýòîé
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ìàòðèöû, òî ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ êâàäðàòíîé ìàòðèöû òàê-
æå ðàâíîñèëüíà åå íåâûðîæäåííîñòè. Èòàê, åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðè-
öà ïîðÿäêà n, òî ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ:

1) det(A) 6= 0;
2) ñòîëáöû ìàòðèöû A îáðàçóþò áàçèñ Cn (Rn);
3) ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b ïðè ëþáîì ñòîëáöå b èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

5.5. Ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà n

Êàê èçâåñòíî, ïîëèíîìîì ñòåïåíè k ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, äåé-
ñòâóþùàÿ èç C â C ïî ïðàâèëó

p(z) = p1 + p2z + . . . + pk+1z
k, (5.5.1)

ãäå p1, . . . , pk+1 � çàäàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå êîýôôèöè-
åíòàìè ïîëèíîìà, ïðè÷åì pk+1 6= 0.

Çàìå÷àíèå. Åñëè êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà � âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
òî (5.5.1) îïðåäåëÿåò òàêæå ôóíêöèþ, äåéñòâóþùóþ èç R â R.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà
n ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå ïîëèíîìû, ñòåïåíü êîòîðûõ ñòðîãî ìåíü-
øå n, è ôóíêöèþ θ(z), òîæäåñòâåííî ðàâíóþ íóëþ (íàïîìíèì, ÷òî ýòà
ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íóëü-ïîëèíîìîì; ñòåïåíü íóëü-ïîëèíîìà íå îïðå-
äåëåíà). Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëèíîìîì ïîðÿäêà n áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ
p(z) = p1 + p2z + . . . + pnz

n−1, ãäå p1, . . . , pn � ïðîèçâîëüíûé íàáîð êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë (â òîì ÷èñëå îí ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíèõ íóëåé).

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà n áóäåì îáîçíà÷àòü Pn.
Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíû ñóììà ïîëèíî-
ìîâ è ïðîèçâåäåíèå ïîëèíîìà íà ÷èñëî:

(p + q)(z) = (p1 + q1) + (p2 + q2)z + . . . + (pn + qn)z
n−1;

(αp)(z) = (αp1) + (αp2)z + . . . + (αpn)z
n−1.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñòåïåíü ïîëèíîìà íå îáÿ-
çàíà ñîõðàíÿòüñÿ ïðè ñëîæåíèè è óìíîæåíèè íà ÷èñëî. Íàïðèìåð, ñêëà-
äûâàÿ äâà ïîëèíîìà âòîðîé ñòåïåíè p(z) = z2+1 è q(z) = −z2, ïîëó÷àåì
ïîëèíîì íóëåâîé ñòåïåíè (z2 + 1) + (−z2) = 1. Ïîñêîëüêó äëÿ ïîëèíîìà
p(z) ëþáîé ñòåïåíè 0 · p(z) = θ(z) ≡ 0, ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèíîìà
íà ÷èñëî ìîæåò áûòü è âîâñå íå îïðåäåëåíà. Ïîýòîìó ïîðÿäîê ïîëèíîìà
ÿâëÿåòñÿ äëÿ íàøèõ öåëåé áîëåå óäîáíîé õàðàêòåðèñòèêîé, ÷åì ñòåïåíü.
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Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ óáåäèòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ìíîæåñòâî Pn

ñ ââåäåííûìè â íåì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, "àâàí-
ñîì" íàçâàííîå íàìè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿ-
åòñÿ òàêîâûì (ò.å. óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì, ïðèâåäåííûì â ï.5.2). Ðîëü
íóëåâîãî ýëåìåíòà èãðàåò ïðè ýòîì íóëü-ïîëèíîì, à ðîëü ïðîòèâîïîëîæ-
íîãî ïîëèíîìó p ýëåìåíòà � ïîëèíîì

(−p)(z) = (−p1) + (−p2)z + . . . + (−pn)z
n−1.

Òåîðåìà. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Pn ðàâíà n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ïîëèíîìîâ

e(1)(z) ≡ 1, e(2)(z) = z, . . . , e(n)(z) = zn−1.

Âñå ýòè ïîëèíîìû, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæàò Pn. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå
α1e

(1)(z) . . . + αne
(n)(z) = θ(z) ≡ 0. (5.5.2)

Çàôèêñèðóåì n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë z1, . . . , zn è, ïîëàãàÿ â
(5.5.2) z = zk, k = 1, . . . , n, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé





α1 + α2z1 + . . . + αnz
n−1
1 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1 + α2zn + . . . + αnz
n−1
n = 0

èëè, â ìàòðè÷íîé çàïèñè, Eα = θ, ãäå E � ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà.
Ïîñêîëüêó ÷èñëà z1, . . . , zn ïîïàðíî ðàçëè÷íû, det(E) 6= 0 (ñì. ï.3.2).

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (5.5.2) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, è, çíà÷èò, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé íàáîð ïîëèíîìîâ ëèíåéíî íåçàâèñèì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìíîæåñòâî

p(1)(z) = p11 + p21z + . . . + pn1z
n−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p(k)(z) = p1k + p2kz + . . . + pnkz
n−1

ñîäåðæèò áîëåå, ÷åì n ïîëèíîìîâ (k > n), òî, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöè-
åíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ

α1p
(1)(z) + . . . + αkp

(k)(z) = θ(z),

ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó èç n óðàâíåíèé ñ k ïåðåìåííûìè (k > n),
êîòîðàÿ èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêîå ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå áîëåå, ÷åì n ïîëèíîìîâ èç Pn, ëèíåéíî çàâèñèìî.
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Ìû äîêàçàëè, ÷òî dim(Pn) = n, è ïîêàçàëè, ÷òî óïîðÿäî÷åííûé
íàáîð ïîëèíîìîâ e(1)(z) ≡ 1, e(2)(z) = z, . . . , e(n)(z) = z(n−1) îáðàçóåò
áàçèñ Pn. Ýòîò áàçèñ íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà ïîðÿäêà n ïî ñòàíäàðòíîìó áà-
çèñó î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñ åãî çàïèñüþ ïî âîçðàñòàþùèì ñòåïåíÿì ïåðå-
ìåííîé.

2. Èç-çà ñïåöèôèêè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìîãóò îêàçàòüñÿ áîëåå óäîá-
íûìè ðàçëîæåíèÿ ïîëèíîìà ïî äðóãèì áàçèñàì Pn. Ñ ïðèìåðàìè òàêèõ
çàäà÷ ìû ïîçíàêîìèìñÿ â ï.ï. 5.6 è 11.3. Çäåñü ñëåäóåò ëèøü îòìåòèòü,
÷òî ðàçëîæåíèÿ ïîëèíîìà â ðàçíûõ áàçèñàõ ñóòü òîæäåñòâåííûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ýòîãî ïîëèíîìà.

5.6. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ÷àñòî âñòðå÷àþùóþñÿ â ïðèëîæåíèÿõ: ïîñòðî-

èòü ïîëèíîì ïî åãî çíà÷åíèÿì â çàäàííûõ òî÷êàõ.
Òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè.

Åå ðåøåíèå áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîì ïîðÿäêà n, êîòîðûé â çàäàííûõ n

òî÷êàõ ïðèíèìàåò çàäàííûå çíà÷åíèÿ, è òàêîé ïîëèíîì îäèí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z1, . . . , zn � çàäàííûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñ-

ëà. Ïîëîæèì

l(1)(z) =
(z − z2) · (z − z3) · . . . · (z − zn)

(z1 − z2) · (z1 − z3) · . . . · (z1 − zn)
;

l(2)(z) =
(z − z1) · (z − z3) · . . . · (z − zn)

(z2 − z1) · (z2 − z3) · . . . · (z2 − zn)
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

l(n)(z) =
(z − z1) · (z − z2) · . . . · (z − zn−1)

(zn − z1) · (zn − z2) · . . . · (zn − zn−1)
.

(5.6.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñòåïåíü êàæäîãî èç ýòèõ ïîëèíîìîâ ðàâíà n − 1 è,
ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïðèíàäëåæàò Pn. Äàëåå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

l(m)(zk) = δmk, k, m = 1, . . . , n (5.6.2)

(íàïîìíèì, ÷òî δmk � ñèìâîë Êðîíåêåðà).
Ñîñòàâèì óðàâíåíèå

α1l
(1)(z) + . . . + αnl

(n)(z) = θ(z) ≡ 0 (5.6.3)
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è ïîëîæèì â íåì ïîî÷åðåäíî z = z1, . . . , z = zn. Èñïîëüçóÿ (5.6.2), íàõî-
äèì, ÷òî óðàâíåíèå (5.6.3) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, ò.å. ïîëèíîìû
(5.6.1) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò áàçèñ Pn.

Ïîñòðîèì òåïåðü ïîëèíîì L ïîðÿäêà n, ïðèíèìàþùèé â n çàäàííûõ
òî÷êàõ çàäàííûå çíà÷åíèÿ:

L(zk) = yk, k = 1, . . . , n. (5.6.4)

Èñêàòü åãî áóäåì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîñòðîåííîìó áàçèñó (5.6.1)

L(z) =
n∑

m=1

αml(m)(z).

Âûïèñûâàÿ óñëîâèÿ (5.6.4), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

L(zk) =
n∑

m=1

αml(m)(zk) = yk, k = 1, . . . , n.

Ïîäñòàâèâ ñþäà (5.6.2), ïîëó÷èì
n∑

m=1

αml(m)(zk) =
n∑

m=1

αmδmk = αk = yk, k = 1, . . . , n. ¥

Ìû íå òîëüêî äîêàçàëè òåîðåìó, íî è ïîëó÷èëè ÿâíîå âûðàæåíèå
äëÿ åäèíñòâåííîãî ïîëèíîìà ïîðÿäêà n, ïðèíèìàþùåãî â n çàäàííûõ
òî÷êàõ çàäàííûå çíà÷åíèÿ:

L(z) =
n∑

m=1

yml(m)(z).

Åãî íàçûâàþò èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì â ôîðìå Ëàãðàíæà.
Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâåííî, ÷òî â òåîðåìå ôèêñèðóåòñÿ ïîðÿäîê èíòåð-

ïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà, à íå åãî ñòåïåíü. Âçÿâ, íàïðèìåð, yk ≡ 1 ïðè
k = 1, . . . , n, ïîëó÷èì äëÿ ëþáîãî n L(z) ≡ 1 � ïîëèíîì íóëåâîé ñòåïåíè.

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ïîëèíîì òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâóþùèé òà-
áëèöå

z 1 2 3

y 4 5 6

L(z) = 4 · (z − 2)(z − 3)

(1− 2)(1− 3)
+ 5 · (z − 1)(z − 3)

(2− 1)(2− 3)
+ 6 · (z − 1)(z − 2)

(3− 1)(3− 2)
= z + 3.
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Ãëàâà 6. ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ×ÈÑËÀ
È ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÂÅÊÒÎÐÛ
ÊÂÀÄÐÀÒÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ

6.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà (m × n). Óìíîæåíèå âåêòîðà èç Cn íà

ýòó ìàòðèöó ñëåâà äàåò âåêòîð èç Cm. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî (m×n)-ìàòðèöà A ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
Cn â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Cm:

x −→ Ax.

Îòìåòèì äâà âàæíûõ ñâîéñòâà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.
1. Îáðàç ñóììû äâóõ âåêòîðîâ åñòü ñóììà èõ îáðàçîâ:

A
(
x(1) + x(2)) = Ax(1) + Ax(2).

2. Ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî åãî îáðàç óìíîæàåòñÿ íà òî æå
÷èñëî:

A(αx) = α(Ax).

Ñâîéñòâà 1 è 2 ìîæíî îáúåäèíèòü è ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: äëÿ ëþáûõ
âåêòîðîâ x(1), x(2) è äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α1, α2

A
(
α1x

(1) + α2x
(2)) = α1Ax(1) + α2Ax(2).

Îòîáðàæåíèÿ, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè
(ñðàâíèòå ñî ñâîéñòâîì 3 îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, ï.3.2). Èòàê, ìàòðèöà
ïîðîæäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Cn â Cm (ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåé-
ñòâóþùèé èç Cn â Cm).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè A � (m × n)-ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåí-
òàìè è x ∈ Rn, òî Ax ∈ Rm , ò.å. âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ïîðîæäàåò åùå
è ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç Rn â Rm.

Åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî îíà ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð òàêîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ïóñòü n = 2,

A =

[
5 −6
3 −4

]
, y =

[−6
−4

]
, x =

[
2
1

]
.

Òîãäà

Ay =

[
5 −6
3 −4

]
·
[−6
−4

]
=

[−6
−2

]
, Ax =

[
5 −6
3 −4

]
·
[
2
1

]
=

[
4
2

]
= 2 · x.
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Âèäíî (ðèñ.6.1), ÷òî óìíîæåíèå âåêòîðà y íà ìàòðèöó A íå òîëüêî
"ðàñòÿãèâàåò" ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó âåêòîðó íàïðàâëåííûé îòðåçîê−→y , íî è "ïîâîðà÷èâàåò" åãî, â òî âðåìÿ êàê íàïðàâëåííûå îòðåçêè −→x è−→
Ax êîëëèíåàðíû.

´
´

´
´

´
´

´
´́+

³³³³³³³³³)

©©©*
©©©©©©*

−→
Ay

−→y

−→
Ax

−→x

Ðèñ.6.1

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ (n× n)-ìàòðèöà. Åñëè äëÿ íå-
êîòîðîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ è íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ Cn

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
Ax = λx, (6.1.1)

òî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì (èëè ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì)
ìàòðèöû A, à x � ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ýòîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâó-
þùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Â ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò î ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ
íåñêîëüêèõ ìàòðèö, íàïðèìåð, A è B, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèÿ λ(A) è λ(B).

2. Óñëîâèå x 6= θ äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñóùåñòâåííî, òàê êàê
Aθ = λθ ïðè ëþáîì λ, è ýòîò ñëó÷àé íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.

6.2. Ïîëíàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
Ïîëíîé ïðîáëåìîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàçûâàþò çàäà÷ó î íàõî-

æäåíèè âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöû. Ýòà çàäà÷à íàðÿäó ñ çàäà÷åé î ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ñîñòàâëÿåò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (6.1.1), îïðåäåëÿþùåå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Ax = λx ⇐⇒ Ax− λx = θ ⇐⇒ (A− λI)x = θ. (6.2.1)

Â (6.2.1) n óðàâíåíèé (íåëèíåéíûõ!) ñ (n + 1) ïåðåìåííûìè: x1, . . . , xn è
åùå λ.
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Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì λ ýòà ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ
ëèíåéíîé è îäíîðîäíîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå ó íåå íåíóëå-
âûõ ðåøåíèé ðàâíîñèëüíî âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû åå êîýôôèöèåíòîâ.
Èòàê, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A � ýòî â òî÷íîñòè êîðíè óðàâíåíèÿ

det(A− λI) = 0. (6.2.2)

Èññëåäóåì ýòî óðàâíåíèå. Êàê èçâåñòíî, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû âû-
÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç åå ýëåìåíòû ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è ñëîæå-
íèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíòû ìàòðèöû A − λI � ýòî ïîëèíîìû îò-
íîñèòåëüíî λ. Ñëåäîâàòåëüíî, det(A−λI) � òîæå ïîëèíîì îòíîñèòåëüíî
λ. Îí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ìàòðèöû A, è ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü åãî PA(λ).

Ïðèìåðû. 1. n = 1, A = [a11]; PA(λ) = det[a11 − λ] = a11 − λ.

2. n = 2, A =

[
a11 a12

a21 a22

]
; PA(λ) = det

[
a11 − λ a12

a21 a22 − λ

]
=

= det(A)− Sp(A) · λ + λ2

(çäåñü Sp(A) � ñëåä ìàòðèöû � ñóììà åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ).

3. n = 3, A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ; PA(λ) = det




a11 − λ a12 a13

a21 a22 − λ a23

a31 a32 a33 − λ


 =

= det(A)− (A11 + A22 + A33) · λ + Sp(A) · λ2 − λ3

(çäåñü Akk, k = 1, 2, 3 � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ äèàãîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò ñòåïåíü n, ïðè÷åì ñòàðøèé êîýôôèöèåíò
åãî ðàâåí (−1)n, ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí det(A), à êîýôôèöèåíò ïðè λn−1

ðàâåí (−1)n−1 · Sp(A).

Íàïîìíèì (ñì. ï.3.3 ðàçäåëà "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç"), ÷òî âñÿêèé
ïîëèíîì ñòåïåíè n ≥ 1 ìîæåò áûòü ðàçëîæåí íà ìíîæèòåëè:

p0 + p1λ + . . . + pnλ
n ≡ pn · (λ− λ1)

k1 · . . . (λ− λm)km.

Çäåñü ÷èñëà λ1, . . . λm � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè ïîëèíîìà, à íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà k1, . . . , km � èõ êðàòíîñòè. Ïðè ýòîì k1 + . . . + km =
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n, ò.å. ïîëíîå êîëè÷åñòâî êîðíåé ïîëèíîìà (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè) ðà-
âíî ñòåïåíè ïîëèíîìà. Äàëåå, ïî ôîðìóëàì Âèåòà ñóììà âñåõ êîðíåé
ïîëèíîìà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) ðàâíà −

(
pn−1
pn

)
, à ïðîèçâåäåíèå ðàâíî

(−1)n
(

p0
pn

)
.

Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ðÿä ñîäåðæàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé î ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ ìàòðèöû:

1. Êàæäàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n èìååò (ñ ó÷åòîì âîçìîæ-
íîé êðàòíîñòè) ðîâíî n ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî äàæå ó âåùåñòâåííîé ìàòðèöû ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà íå îáÿçàòåëüíî âåùåñòâåííû. Íàïðèìåð:

B =

[
0 1
−1 0

]
; PB(λ) = det

[−λ 1
−1 −λ

]
= λ2 + 1; λ1,2 = ±i .

2. Ñóììà âñåõ (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè) ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ðàâíà åå ñëåäó. Ïðîèçâåäåíèå æå âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ðàâíî
åå îïðåäåëèòåëþ.

n∑
r=1

λr(A) = Sp(A);
n∏

r=1

λr(A) = det(A).

Ñëåäñòâèå. Âûðîæäåííîñòü ìàòðèöû ðàâíîñèëüíà íàëè÷èþ ó íåå íó-
ëåâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà.

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà âîïðîñå î êîëè÷åñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìàòðèöû. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî óìíîæèâ ñîáñòâåííûé âåêòîð íà
îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, ïîëó÷èì âíîâü ñîáñòâåííûé âåêòîð:

x 6= θ
∧

Ax = λx
∧

α 6= 0 =⇒
=⇒ αx 6= θ

∧
A(αx) = α(Ax) = α(λx) = λ(αx).

Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ãîâîðèòü íå î êîëè÷åñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìàòðèöû âîîáùå, à ëèøü î êîëè÷åñòâå åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ âàæíåéøàÿ
Òåîðåìà. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå åå ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k ≤ n, λ1, . . . , λk � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà (n× n)-ìàòðèöû A, à x(1), . . . x(k) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå

α1x
(1) + . . . + αkx

(k) = θ (6.2.3)

è ïîêàæåì, ÷òî îíî èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.
Óìíîæèì (6.2.3) ñëåâà íà ìàòðèöó A. Ïî îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ïîëó÷èì

α1λ1x
(1) + α2λ2x

(2) + . . . + αkλkx
(k) = θ. (6.2.4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè (6.2.3) íà λ1, èìååì

α1λ1x
(1) + α2λ1x

(2) + . . . + αkλ1x
(k) = θ.

Âû÷èòàíèå ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà èç (6.2.4) äàåò

α2(λ2 − λ1)x
(2) + . . . + αk(λk − λ1)x

(k) = θ. (6.2.5)

Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè (6.2.5) óìåíüøèëîñü ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ (6.2.3) íà åäèíèöó. Óìíîæàÿ (6.2.5) ñëåâà íà ìàòðèöó A, çàòåì
íà λ2 è âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ïðîèçâåäåíèÿ âòîðîå, óìåíüøèì êîëè÷åñòâî
ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè åùå íà åäèíèöó. Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðèåì, ïðèäåì
ê ðàâåíñòâó

αk(λk − λ1) · (λk − λ2) · . . . · (λk − λk−1)x
(k) = θ,

èç êîòîðîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x(k) 6= θ, à ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íû, ïîëó÷èì, ÷òî αk = 0.

Òàê êàê ïîðÿäîê ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â óðàâíåíèè (6.2.3) ïðîèç-
âîëåí, ìû ïîêàçàëè, íà ñàìîì äåëå, ÷òî ðàâíû íóëþ âñå ÷èñëà αr (r =
1, . . . , k), è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, äîêàçàíà. ¥

Ýòà òåîðåìà èìååò âàæíîå
Ñëåäñòâèå. Åñëè âñå n ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (n×n)-ìàòðèöû A ïîïàðíî

ðàçëè÷íû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû îáðàçóþò áàçèñ
â Cn. Òàêîé áàçèñ ïðèíÿòî íàçûâàòü ñîáñòâåííûì áàçèñîì ìàòðèöû A.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñîáñòâåííîãî áàçèñà â ñëó÷àå íàëè÷èÿ êðàò-
íûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà (êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ìàòðèöû) îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíûì.
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Ïðèìåð. Ïóñòü A =

[
2 0
0 2

]
, B =

[
2 1
0 2

]
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû ó ýòèõ ìàòðèö ñîâïàäàþò:

PA(λ) = det

[
2− λ 0

0 2− λ

]
= (2− λ)2 = det

[
2− λ 1

0 2− λ

]
= PB(λ).

Èòàê, îáå ìàòðèöû èìåþò ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ = 2 äâîéíîé êðàò-
íîñòè. Íî ó ìàòðèöû A åñòü ñîáñòâåííûé áàçèñ (íàïðèìåð, ñòàíäàðòíûé
� e(1) è e(2) ). À âîò ó ìàòðèöû B åñòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæè-
òåëÿ) òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð. Äåéñòâèòåëüíî, ðåøàÿ ñèñòåìó

(B−2I)x = θ ⇐⇒
[
0 1
0 0

]
·
[
x1

x2

]
=

[
0
0

]
, ïîëó÷èì x = γ

[
1
0

]
(γ 6= 0).

Îäíàêî åùå Ãðèãîðèé Ñêîâîðîäà56 ñêàçàë: "Ñëàâà Ñîçäàòåëþ, ñî-
òâîðèâøåìó âñå íåíóæíîå òðóäíûì, à âñå òðóäíîå � íåíóæíûì". Íàèáî-
ëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ â ïðèëîæåíèÿõ êëàññ ñàìîñîïðÿæåííûõ ìàò-
ðèö èçáàâëåí îò îòìå÷åííûõ ñëîæíîñòåé. Ó òàêèõ ìàòðèö, êàê áóäåò
ïîêàçàíî â ï.8.1, âñåãäà åñòü ñîáñòâåííûé áàçèñ.

Òåïåðü ìû ìîæåì çàêîí÷èòü ðàññìîòðåíèå ïðèìåðà, ñ êîòîðîãî íà-
÷èíàåòñÿ ýòà ãëàâà:

A =

[
5 −6
3 −4

]
, PA(λ) = det

[
5− λ −6

3 −4− λ

]
= λ2 − λ− 2.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A: λ1 = 2, λ2 = −1. Íàõîäèì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ðåøàÿ îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé (A− λrI)x(r) = θ, r = 1, 2.

r = 1;

[
3 −6
3 −6

]
· x(1) =

[
0
0

]
⇐⇒ x(1) = γ1

[
2
1

]
,

ãäå γ1 � ïðîèçâîëüíîå, îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî (îòìåòèì, ÷òî ïðè γ1 = 1
ìû ïîëó÷àåì óæå óïîìèíàâøèéñÿ â ï.6.1 ñîáñòâåííûé âåêòîð).

r = 2;

[
6 −6
3 −3

]
· x(2) =

[
0
0

]
⇐⇒ x(2) = γ2

[
1
1

]
, γ2 6= 0.

56Ãðèãîðèé Ñàââè÷ ÑÊÎÂÎÐÎÄÀ (1722-1794) � óêðàèíñêèé ôèëîñîô, ïîýò,
ïåäàãîã, âåë æèçíü ñòðàíñòâóþùåãî íèùåãî. Åãî ñî÷èíåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿëèñü â
ñïèñêàõ.
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Âåêòîðû x(1) è x(2) îáðàçóþò ñîáñòâåííûé áàçèñ ìàòðèöû A.
Èòàê, ïîñòðîåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîëíîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû:
1. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà

PA(λ) = det(A− λI).
2. Íàéòè âñå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè ýòîãî ïîëèíîìà � ñîáñòâåííûå

÷èñëà λ1, . . . , λm (m ≤ n).
3. Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà íàéòè âñå ñîîòâåòñòâóþùèå åìó

ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû � íåíóëåâûå ðåøåíèÿ îäíî-
ðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (A− λrI)x(r) = θ, r = 1, . . . , m.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ýòîò, êàçàëîñü áû, åñòåñòâåííûé àëãî-
ðèòì îáëàäàåò îäíèì óáèéñòâåííûì íåäîñòàòêîì: íå ñóùåñòâóåò ÷èñëåí-
íî óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ åãî ðåàëèçàöèè. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå èñïîëü-
çóþò äðóãèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîëíîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ áóäåò ðàññìîòðåí â ï.8.2.

Îòìåòèì åùå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë ìàòðèöû.

1. Åñëè ìàòðèöó óìíîæèòü íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, òî ìíîæåñòâî
åå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íå èçìåíèòñÿ, à ñîáñòâåííûå ÷èñëà óìíîæàòñÿ
íà ýòî æå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α 6= 0. Òîãäà

Ax = λx ⇐⇒ (αA)x = α(Ax) = α(λx) = (αλ)x. ¥

2. Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö A è
A−1 ñîâïàäàþò, à èõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà âçàèìíî îáðàòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îáðàòèìîñòè A ñëåäóåò, ÷òî det(A) 6= 0 è, òàêèì
îáðàçîì, âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îòëè÷íû îò íóëÿ. Äàëåå,

Ax = λx =⇒ x = A−1Ax = A−1(λx) = λ(A−1x) =⇒ A−1x =
1

λ
x. ¥

3. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîïðÿæåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö � ñîïðÿ-
æåííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

PA∗(λ) = det(A∗ − λI) = det ((A− λI)∗) = det(A− λI) = PA(λ).
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Ïîýòîìó, åñëè PA(λ) = 0, òî PA(λ) = 0 è PA∗(λ) = 0. ¥
Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò âçàèìíî îáðàòíûõ ìàòðèö ñîáñòâåííûå âåê-

òîðû ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûõ ìàòðèö, âîîáùå ãîâîðÿ, íèêàê ìåæäó ñîáîé
íå ñâÿçàíû.

6.3. Ïîäîáíûå ìàòðèöû
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî (n × n)-ìàòðèöà A ïîäîáíà (n × n)-

ìàòðèöå B, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îáðàòèìàÿ (n × n)-ìàòðèöà S, ÷òî

A = S−1BS.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A ïîäîáíà B, òî è B ïîäîáíà A, òàê êàê

A = S−1BS ⇐⇒ B = SAS−1 =
(
S−1)−1

BS−1.

Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû A è B ïîäîáíû äðóã äðóãó, Î÷åâèäíî
òàêæå, ÷òî âñÿêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîäîáíà ñàìîé ñåáå. Äàëåå, åñëè
A ïîäîáíà B è B ïîäîáíà C, òî A ïîäîáíà C. Äåéñòâèòåëüíî,

A = S−1
1 BS1

∧
B = S−1

2 CS2 =⇒ A = S−1
1 S−1

2 CS2S1 = (S2S1)
−1C(S2S1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïîäîáíûõ ìàòðèö.
Òåîðåìà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû ïîäîáíûõ ìàòðèö ðàâíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = S−1BS. Òîãäà ñ ó÷åòîì (3.4.1) èìååì

PA(λ) = det(A− λI) = det(S−1BS − λI) = det(S−1BS − λS−1IS) =

= det
(
S−1(B − λI)S

)
= det(S−1) · det(B − λI) · det(S) =

= det(B − λI) = PB(λ). ¥
Ñëåäñòâèå. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîäîáíûõ ìàòðèö ïîïàðíî ðàâíû.
Äëÿ äàëüíåéøåãî áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Åñëè ó ìàòðèöû åñòü ñîáñòâåííûé áàçèñ, òî ñðåäè ïîäîáíûõ

åé åñòü äèàãîíàëüíàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s(1), . . . , s(n) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû ìàòðèöû A; λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà, êîòîðûì îíè
ñîîòâåòñòâóþò:

As(r) = λrs
(r), r = 1, . . . , n. (6.3.1)
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Ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó ðàâåíñòâ â ìàòðè÷íîé ôîðìå

AS = SΛ, (6.3.2)

ãäå S = [s(1), . . . , s(n)], Λ = diag[λ1, . . . , λn] (îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïî-
ðÿäîê ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè (6.3.2)!).

Òàê êàê âåêòîðû s(1), . . . , s(n) îáðàçóþò áàçèñ, ìàòðèöà S îáðàòèìà.
Äîìíîæèâ (6.3.2) ñëåâà íà S−1, ïîëó÷èì S−1AS = Λ. ¥

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ñðåäè ìàòðèö, ïîäîáíûõ ìàò-
ðèöå A, åñòü äèàãîíàëüíàÿ, òî íà åå äèàãîíàëè ñòîÿò ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèöû A, è ó A åñòü ñîáñòâåííûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S−1AS = Λ. Äîìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà
íà S, ïîëó÷èì AS = SΛ, ÷òî â âåêòîðíîé ôîðìå ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê
(6.3.1). Òàêèì îáðàçîì, λr � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A, à s(r) � åå
ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó îáðàòèìîñòè ìàòðèöû S åå ñòîëáöû
� ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A � îáðàçóþò áàçèñ. ¥
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Ãëàâà 7. ÑÊÀËßÐÍÎÅ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈÅ
ÂÅÊÒÎÐÎÂ

7.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x ∈ Cn (ëåâûé
ñîìíîæèòåëü) è y ∈ Cn (ïðàâûé ñîìíîæèòåëü) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå
÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ 〈x, y〉 è íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó

〈x, y〉 = x1y1 + . . . xnyn =
n∑

r=1

xryr. (7.1.1)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (îäíîñòîëáöîâûõ ìàòðèö) ìîæíî
çàïèñàòü è â òåðìèíàõ ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ:

〈x, y〉 = y∗x. (7.1.2)

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
1. Ñêàëÿðíûé êâàäðàò ëþáîãî âåêòîðà � âåùåñòâåííîå íåîòðèöà-

òåëüíîå ÷èñëî. Áîëåå òîãî, îí ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ,òîëüêî åñëè âåêòîð
íóëåâîé.

〈x, x〉 ≥ 0; 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà:

〈x, x〉 =
n∑

r=1

xrxr =
n∑

r=1

|xr|2 ≥ 0.

Äàëåå, ñêàëÿðíûé êâàäðàò íóëåâîãî âåêòîðà ðàâåí, î÷åâèäíî, íóëþ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë � êâàäðàòîâ ìîäóëåé
êîîðäèíàò âåêòîðà � ðàâíà íóëþ, òî âñå êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ, ò.å.
âåêòîð � íóëåâîé. ¥

2. Ïðè èçìåíåíèè ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ çàìåíÿåòñÿ íà ñîïðÿæåííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

〈y, x〉 = 〈x, y〉.

Äîêàçàòåëüñòâî.

〈y, x〉 = y1x1 + . . . ynxn = y1x1 + . . . ynxn = x1y1 + . . . xnyn = 〈x, y〉. ¥
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3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî ëåâîãî ñîìíîæè-
òåëÿ.

〈(x + y), z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉; α ∈ C =⇒ 〈αx, y〉 = α〈x, y〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëåíèå ïî îïðåäåëåíèþ. ¥
Çàìå÷àíèÿ. 1. Îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî ñîìíîæèòåëÿ ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå ëèíåéíûì íå ÿâëÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñâîéñòâ 2 è 3 ñëåäóåò
〈x, αy〉 = 〈αy, x〉 = α〈y, x〉 = α〈x, y〉.

2. Â Rn ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ââîäèòñÿ òàêæå ïî ôîðìóëå (7.1.1),
íî çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ èçëèøíèì.

3. Â êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îòëè÷íûõ îò Cn è
Rn, ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñîïîñòàâèâ êàæäîé óïîðÿäî-
÷åííîé ïàðå âåêòîðîâ x, y ("ïðèðîäà" êîòîðûõ íå èãðàåò ðîëè) ÷èñëî,
îáîçíà÷àåìîå 〈x, y〉. Ñâîáîäà "íàçíà÷åíèÿ" ýòîãî ÷èñëà îãðàíè÷åíà ñëå-
äóþùèìè àêñèîìàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðûå áûëè ïðîâåðåíû
âûøå äëÿ Cn.

1. 〈x, x〉 ≥ 0; 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = θ.
2. 〈y, x〉 = 〈x, y〉.
3. 〈(x + y), z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉; α ∈ C =⇒ 〈αx, y〉 = α〈x, y〉.

Óáåäèâøèñü â âûïîëíåíèè ýòèõ àêñèîì, ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ðåçóëü-
òàòû ïîñòðîåííîé òåîðèè. Ïðèìåð ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå ïîëèíîìîâ Pn áóäåò ðàññìîòðåí â ï.11.3.

4. Êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì ïðîñòðàíñòâîì, âåùåñòâåííîå � åâêëèäîâûì.

Äîêàæåì åùå äâà âàæíûõ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
4. Åñëè x ∈ Cn, y ∈ Cm è A � (m× n)-ìàòðèöà, òî

〈x,A∗y〉 = 〈Ax, y〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (7.1.2), ïîëó÷àåì
〈x,A∗y〉 = (A∗y)∗x = y∗A∗∗x = y∗Ax = 〈Ax, y〉. ¥

5. Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ x, y ∈ Cn

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉 · 〈y, y〉.
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Ñâîéñòâî 5 èìåíóåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà57
(ÊÁØ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè y = θ, òî |〈x, θ〉|2 = 0 = 〈x, x〉 · 〈θ, θ〉.
Åñëè y 6= θ, òî îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè 〈y, y〉 = β > 0, 〈x, y〉 = γ è

ðàñïèøåì ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 2 è 3:

〈βx− γy, βx− γy〉 = β2〈x, x〉 − βγ〈x, y〉 − γβ〈y, x〉+ γγ〈y, y〉 =

= β2〈x, x〉 − βγγ − γβγ + γγβ = β(β〈x, x〉 − γγ) =

= β
(〈y, y〉 · 〈x, x〉 − |〈x, y〉|2).

Â ñèëó ñâîéñòâà 1 ýòî âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî. Äåëÿ åãî íà ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî β, ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî. ¥

Êàê èçâåñòíî èç øêîëüíîãî êóðñà, cêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
â R2 (R3) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ èì íàïðàâëåííûõ
îòðåçêîâ è êîñèíóñà óãëà ìåæäó ýòèìè îòðåçêàìè:

〈x, y〉 = |−→x | · |−→y | · cos(−̂→x ,−→y ).

Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî ÊÁØ ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè x è y � íåíóëåâûå âåêòîðû, òî

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉 · 〈y, y〉 ⇔
⇔ |−→x |2 · |−→y |2 · cos2(−̂→x ,−→y ) ≤ |−→x |2 · |−→y |2 ⇔ cos2(−̂→x ,−→y ) ≤ 1.

7.2. Íîðìà âåêòîðà
Èçâåñòíî, ÷òî â R3 〈x, x〉 = |−→x |2 èëè |−→x | = 〈x, x〉1/2, ò.å. äëèíà íà-

ïðàâëåííîãî îòðåçêà ðàâíà êîðíþ êâàäðàòíîìó èç ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà
ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà. Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíûé êâàäðàò íåîòðèöàòå-
ëåí è äëÿ âåêòîðîâ èç Cn, ìîæíî ââåñòè â Cn íîðìó âåêòîðà � îáîáùåíèå
ïîíÿòèÿ äëèíû íàïðàâëåííîãî îòðåçêà.

Îïðåäåëåíèå. Íîðìîé âåêòîðà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷à-
åòñÿ ‖x‖ è íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó

‖x‖ = 〈x, x〉1/2.

57Âèêòîð ßêîâëåâè÷ ÁÓÍßÊÎÂÑÊÈÉ (1804-1889) � ðóññêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí Ïå-
òåðáóðãñêîé ÀÍ.
Êàðë Ãåðìàí Àìàíäóñ ØÂÀÐÖ (K.H.A. Schwarz, 1843-1921) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê,

÷ëåí Áåðëèíñêîé ÀÍ è Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ.
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Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå íîðìû, ìîæíî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî ÊÁØ â âèäå

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.
Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà íîðìû.
1. Íîðìà ëþáîãî âåêòîðà � âåùåñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Áîëåå òîãî, îíà ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, òîëüêî åñëè âåêòîð íóëåâîé.

‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 1 ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.¥
2. Åñëè α ∈ C, òî

‖αx‖ = |α| · ‖x‖.

Ïåðåä òåì, êàê äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå, îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî óäîáíåå
ðàáîòàòü íå ñ íîðìîé, à ñ åå êâàäðàòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ‖αx‖2 = 〈αx, αx〉 = αα〈x, x〉 = |α|2‖x‖2. ¥
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð, íîðìà êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå, íàçûâàåòñÿ

íîðìèðîâàííûì.
Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð ìîæíî íîðìèðîâàòü, ðàçäåëèâ åãî íà åãî

ñîáñòâåííóþ íîðìó: ∥∥∥ x

‖x‖
∥∥∥ =

1

‖x‖ · ‖x‖ = 1.

3. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Cn

‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉.
Ó÷òåì òåïåðü, ÷òî ìîäóëü ñóììû äâóõ ÷èñåë íå ïðåâûøàåò ñóììû ìîäó-
ëåé ñëàãàåìûõ. Ïðè ýòîì ó çàâåäîìî íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë çíàê ìîäóëÿ
îïóñòèì.

‖x + y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2|〈x, y〉|+ ‖y‖2.

Ïî íåðàâåíñòâó ÊÁØ |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖, îòêóäà
‖x + y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2 . ¥
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Äëÿ ñëó÷àÿR3 ñâîéñòâî 3 õîðîøî èçâåñòíî: äëèíà ñòîðîíû òðåóãîëü-
íèêà íå áîëüøå ñóììû äëèí îñòàëüíûõ åãî ñòîðîí. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äî-
êàçàííîå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà íåðàâåíñòâî íàçû-
âàþò íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ââåäåííàÿ íàìè íîðìà âåêòîðà íàçûâàåòñÿ îáû÷íî åâ-
êëèäîâîé íîðìîé èëè íîðìîé, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Â Cn ìîæíî çàäàòü äðóãèå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèîíàëû, îáëàäà-
þùèå ñâîéñòâàìè 1 � 3 åâêëèäîâîé íîðìû. Âñå îíè òàêæå íàçûâàþòñÿ
íîðìàìè. Êðîìå åâêëèäîâîé, îáîçíà÷àåìîé ‖x‖2, ÷àùå âñåãî èñïîëüçó-
þòñÿ ñëåäóþùèå äâå íîðìû:

‖x‖1 = |x1|+ . . . + |xn|; ‖x‖∞ = max
r=1,...,n

|xr|.

Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå ñâîéñòâ 1 � 3 äëÿ íîðì ‖x‖1 è ‖x‖∞.
2. Êàê è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íîðìà ìîæåò áûòü ââåäåíà â ïðî-

èçâîëüíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå: êàæäîìó âåêòîðó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî � íîðìà ýòîãî âåêòîðà. "Ñâî-
áîäà íàçíà÷åíèÿ" íîðìû îãðàíè÷èâàåòñÿ ëèøü îáÿçàòåëüíîñòüþ âûïîë-
íåíèÿ ñâîéñòâ 1 � 3, êîòîðûå äëÿ åâêëèäîâîé íîðìû â Cn áûëè äîêàçàíû,
à òåïåðü âûñòóïàþò â ðîëè àêñèîì íîðìû. Ïîñëå ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ
àêñèîì ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ âñå âûâîäû ïîñòðîåííîé òåîðèè.

7.3. Ìàòðèöà Ãðàìà
Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ (m× n)-ìàòðèöà. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ

ìàòðèöó ïîðÿäêà n GA = A∗A. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

(gA)km =
n∑

r=1

a∗krarm =
n∑

r=1

armark.

Åñëè îáîçíà÷èòü, êàê ïðèíÿòî, k-é ñòîëáåö ìàòðèöû A a(k) ∈ Cm,
òî ýëåìåíòû ìàòðèöû GA ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ:

(gA)km = 〈a(m), a(k)〉.
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà GA ñîäåðæèò âñå ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ � ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

Ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà58 óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà
âåêòîðîâ a(1), . . . , a(n).

58Éîðãåí Ïåäåðñåí ÃÐÀÌ (J.P. Gram, 1850-1916) � äàòñêèé ìàòåìàòèê.
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Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ìàòðèöû Ãðàìà.
1. Ìàòðèöà Ãðàìà äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ � ñàìîñîïðÿæåííàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. G∗

A = (A∗A)∗ = A∗A∗∗ = A∗A = GA. ¥
2. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü íàáîðà âåêòîðîâ ðàâíîñèëüíà âûðîæäåí-

íîñòè åãî ìàòðèöû Ãðàìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàáîð âåêòîðîâ a(1), . . . , a(n) ëèíåéíî çàâè-

ñèì. Òîãäà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå îäíîðîäíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
Ax = θm. Óìíîæèâ ýòî óðàâíåíèå ñëåâà íà A∗, ïîëó÷èì A∗Ax =
A∗θm èëè GAx = θn, � îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ íåíóëåâûì ðåøåíèåì.
Ñëåäîâàòåëüíî, GA � âûðîæäåííàÿ.

Ïóñòü òåïåðü äàíî, ÷òî det(GA) = 0. Òîãäà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
GAx = θn áóäåò èìåòü íåíóëåâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì åãî x̃ è óìíîæèì
ðàâåíñòâî GAx̃ = θn ñêàëÿðíî íà x̃. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 4 è 1 ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷èì

〈GAx̃, x̃〉 = 0 ⇐⇒ 〈A∗Ax̃, x̃〉 = 0 ⇐⇒ 〈Ax̃,Ax̃〉 = 0 ⇐⇒ Ax̃ = θ.

Ìû ïîëó÷èëè îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ñ íåíóëåâûì ðåøåíèåì, ÷òî è äîêà-
çûâàåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. ¥

7.4. Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðû x, y ∈ Cn (Rn) íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè,

åñëè 〈x, y〉 = 0. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè âñå
åãî âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.

Çàìå÷àíèå. Â R3 îðòîãîíàëüíûì íåíóëåâûì âåêòîðàì ñîîòâåòñòâó-
þò ïåðïåíäèêóëÿðíûå íàïðàâëåííûå îòðåçêè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ.
1. Íóëåâîé âåêòîð îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó: 〈x, θ〉 = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëåíèå ïî îïðåäåëåíèþ. ¥
2. Ìàòðèöà Ãðàìà îðòîãîíàëüíîãî íàáîðà âåêòîðîâ a(1), . . . , a(k) äèà-

ãîíàëüíà:
GA = diag

[‖a(1)‖2, . . . , ‖a(k)‖2].
Äîêàçàòåëüñòâî. (gA)jm = 〈a(m), a(j)〉 = δjm · ‖a(j)‖2. ¥
3. Åñëè îðòîãîíàëüíûé íàáîð âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèì, òî îí ñî-

äåðæèò íóëåâîé âåêòîð.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèòåëü äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Ãðàìà ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ � êâàäðàòîâ íîðì âåêòîðîâ
íàøåãî íàáîðà. Íî ïî ñâîéñòâó 2 ìàòðèöû Ãðàìà ýòîò îïðåäåëèòåëü äëÿ
ëèíåéíî çàâèñèìîãî íàáîðà âåêòîðîâ ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàä-
ðàò íîðìû õîòÿ áû îäíîãî èç âåêòîðîâ íàáîðà ðàâåí íóëþ. ¥

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñòîëü âàæíî, ÷òî åìó ïðèäàåòñÿ ðàíã òåîðåìû.
Òåîðåìà. Ëþáîå îðòîãîíàëüíîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ â Cn, íå ñîäåð-

æàùåå íóëåâîãî âåêòîðà, ìîæíî äîïîëíèòü äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a(1), . . . , a(k) � îðòîãîíàëüíûé è íå ñîäåðæà-

ùèé íóëåâîãî âåêòîðà íàáîð âåêòîðîâ. Åñëè k = n, òî ýòîò íàáîð óæå
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Åñëè æå k < n, òî ïîñòðîèì åùå îäèí íåíóëåâîé âåê-
òîð, îðòîãîíàëüíûé óæå èìåþùåìóñÿ íàáîðó.

Çàïèñûâàÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè èñêîìîãî âåêòîðà âñåì âåêòî-
ðàì íàáîðà, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

〈x, a(1)〉 = 0, . . . , 〈x, a(k)〉 = 0,

èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå, A∗x = θk, ãäå A =
[
a(1), . . . , a(k)

]
.

Ìàòðèöà A∗ èìååò ðàçìåð k × n, è â ñèëó k < n ýòà ñèñòåìà èìååò
íåíóëåâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èâ åãî a(k+1), ïîëó÷àåì îðòîãîíàëüíûé (ïî
ïîñòðîåíèþ) íàáîð èç k + 1 âåêòîðîâ, íå ñîäåðæàùèé íóëåâîãî âåêòîðà.
Ïîâòîðÿÿ ýòó îïåðàöèþ, ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ Cn. ¥

Çàìå÷àíèå. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà b â Cn ïî áàçèñó a(1), . . . , a(n)

ñâîäèòñÿ, êàê èçâåñòíî, ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ
êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ

x1a
(1) + . . . + xna

(n) = b ⇐⇒ Ax = b. (7.4.1)

Óìíîæèâ â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà îáå ÷àñòè ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ (7.4.1) íà A∗ ñëåâà, ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó

GAx = A∗b.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà GA äèàãîíàëüíà, ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

xk =
a(k)∗b

‖a(k)‖2 =
〈b, a(k)〉
‖a(k)‖2 , k = 1, . . . , n,

è òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøåãî (≈ 2n2) êîëè÷åñòâà àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ÷åì â îáùåì ñëó÷àå (≈ n3

3 ).
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7.5. Óíèòàðíàÿ ìàòðèöà
Îïðåäåëåíèå. Îðòîãîíàëüíûé íàáîð íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ íàçû-

âàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì.
Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò îð-

òîíîðìèðîâàííûé íàáîð, íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé. Âåùåñòâåííàÿ óíèòàð-
íàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó âòîðîãî ïîðÿäêà

Uϕ =

[
cos(ϕ) −sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

]
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ‖u(1)
ϕ ‖ = ‖u(2)

ϕ ‖ = 1, 〈u(1)
ϕ , u

(2)
ϕ 〉 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ýòà ìàòðèöà îðòîãîíàëüíà.
Ïóñòü x � íåíóëåâîé âåêòîð â R2, à y = Uϕx. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

íàïðàâëåííûé îòðåçîê −→y ïîëó÷àåòñÿ èç −→x ïîâîðîòîì íà óãîë ϕ ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ.7.1). Ïîýòîìó ìàòðèöó Uϕ íàçûâàþò ìàòðèöåé
ïîâîðîòà. Â ÷àñòíîñòè, U0 = I � ìàòðèöà ïîâîðîòà íà íóëåâîé óãîë,
Uπ = −I (ïîâîðîò íà óãîë π � ýòî öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ).

−→y
−→x

´
´

´
´

´
´

´
´

´
3́














Á

ϕ

Ðèñ.7.1

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà óíèòàðíûõ ìàòðèö.
1. Óíèòàðíîñòü ìàòðèöû U ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî U ∗U = I.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû Ãðàìà. ¥
2. Óìíîæåíèå âåêòîðîâ èç Cn íà óíèòàðíóþ ìàòðèöó íå ìåíÿåò èõ

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé è íîðì.
Äîêàçàòåëüñòâî. 〈Ux, Uy〉 = 〈U ∗Ux, y〉 = 〈Ix, y〉 = 〈x, y〉. Â

÷àñòíîñòè, 〈Ux, Ux〉 = 〈x, x〉, ò.å. ‖Ux‖ = ‖x‖. ¥
3. Åñëè U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, òî è U∗ � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç U ∗U = I ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû U ∗ è U âçàèìíî

îáðàòíû, à òîãäà (U ∗)∗U ∗ = UU−1 = I. ¥
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4. Åñëè V � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî U , òî èõ ïðî-
èçâåäåíèå � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (UV )∗(UV ) = V ∗(U ∗U)V = V ∗V = I. ¥
Ïðèìåð. Ïîêàæèòå, ÷òî UϕUψ = Uϕ+ψ; U−1

ϕ = U−ϕ.
5. Ìîäóëè âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë óíèòàðíîé ìàòðèöû ðàâíû åäè-

íèöå: |λ(U)| = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû U , ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ. Òîãäà ïî ñâîéñòâó 2

Ux = λx =⇒ ‖Ux‖ = |λ| · ‖x‖ =⇒ ‖x‖ = |λ| · ‖x‖ =⇒ |λ| = 1.

Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ åå ñîáñòâåííûõ
÷èñåë, îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî |det(U)| = 1. ¥

Ïðèìåð. Ïîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Uϕ ðàâíû
exp(iϕ) è exp(−iϕ).

6. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì
÷èñëàì óíèòàðíîé ìàòðèöû, îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Ux = λx, Uy = µy, òî ïî ñâîéñòâó 2

〈x, y〉 = 〈Ux, Uy〉 = 〈λx, µy〉 = λµ〈x, y〉 =⇒ (1−λµ)〈x, y〉 = 0. (7.5.1)

Íî ïî ñâîéñòâó 5 |µ| = 1, ò.å. µ = 1
µ . Ïî óñëîâèþ λ 6= µ. Îòñþäà

λµ = λ
µ 6= 1, è èç (7.5.1) âûòåêàåò 〈x, y〉 = 0. ¥

Ïðèìåð. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Uϕ âC2 è ïðîâåðüòå
èõ îðòîãîíàëüíîñòü.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ϕ 6= kπ (k ∈ Z) ìàòðèöà Uϕ íå
èìååò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â R2. Äàéòå ýòîìó ôàêòó ãåîìåòðè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ.

7.6. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà
è îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà

Ñâîéñòâî 2 óíèòàðíûõ ìàòðèö èìååò â R3 âàæíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ: åñëè x, y, z � òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà (ñî-
îòâåòñòâóþùèå èì íàïðàâëåííûå îòðåçêè −→x , −→y , −→z íåêîìïëàíàðíû),
è x′ = Ux, y′ = Uy, z′ = Uz, ãäå U � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òî äëèíû
îòðåçêîâ −→x ′, −→y ′, −→z ′ è óãëû ìåæäó íèìè òå æå, ÷òî ó òðîéêè −→x , −→y , −→z .
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Äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè äëèíû
îòðåçêîâ è óãëû ìåæäó íèìè îäèíàêîâû äëÿ íåêîìïëàíàðíûõ òðîåê−→x , −→y , −→z è −→x ′, −→y ′, −→z ′, òî

[x′ y′ z′] = U · [x y z],

ãäå U � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäå-

íèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð âåêòîðîâ
〈x′, x′〉 = 〈x, x〉; 〈y′, y′〉 = 〈y, y〉; 〈z′, z′〉 = 〈z, z〉;
〈x′, y′〉 = 〈x, y〉; 〈x′, z′〉 = 〈x, z〉; 〈y′, z′〉 = 〈y, z〉,

ò.å.
[x′ y ′z′]∗ · [x′ y′ z′] = [x y z]∗ · [x y z]. (7.6.1)

Îáîçíà÷èì U = [x′ y′ z′] · [x y z]−1 (ìàòðèöà [x y z] îáðàòèìà, òàê
êàê òðîéêà −→x , −→y , −→z íåêîìïëàíàðíà è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû x, y, z

ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Äîìíîæèâ ðàâåíñòâî (7.6.1) ñïðàâà íà [x y z]−1, à
ñëåâà íà ([x y z]∗)−1, ïîëó÷èì U∗U = I. ¥

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîëëèíåàðíûõ
ïàð íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ â R2.

Ïðèìåð. Ïîâîðîò íà óãîë ϕ âîêðóã îñè x3 â R3, î÷åâèäíî, ñî-
õðàíÿåò äëèíû îòðåçêîâ è óãëû ìåæäó íèìè. Íàïðàâëåííûå îòðåçêè−→e (1), −→e (2), −→e (3) � îðòû � ïåðåõîäÿò ïðè ýòîì ïîâîðîòå ñîîòâåòñòâåí-
íî â îòðåçêè −→g (1), −→g (2), −→g (3), ãäå

g(1) = [cos(ϕ), sin(ϕ), 0]T , g(2) = [−sin(ϕ), cos(ϕ), 0]T , g(3) = e(3).

Ïîýòîìó ìàòðèöà

Vϕ =
[
g(1) g(2) g(3)

]
·
[
e(1) e(2) e(3)

]−1
=




cos(ϕ) −sin(ϕ) 0
sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1




îðòîãîíàëüíà (ïðîâåðüòå ýòî ïî îïðåäåëåíèþ). Åå íàçûâàþò ìàòðèöåé
ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè x1Ox2 (èëè ìàòðèöåé ïëîñêîãî âðàùåíèÿ).

Ïîëó÷èì òåïåðü ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàì-
ìà è îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà.

1. Ïóñòü ïàðàëëåëîãðàìì â R2 ïîñòðîåí íà íàïðàâëåííûõ îòðåçêàõ−→x è −→y . Ïîêàæåì, ÷òî åãî ïëîùàäü ðàâíà |det[x y]|.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïàðàëëåëîãðàìì, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.7.2 (îä-

íà ñòîðîíà ëåæèò íà îñè àáñöèññ).
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Ðèñ.7.2
y1 x1

y2

Î÷åâèäíî, ÷òî

x =

[
x1

0

]
, y =

[
y1

y2

]
; S = |y2| · |x1| =

∣∣∣∣det

[
x1 y1

0 y2

]∣∣∣∣ = |det[x y]| .

Ïóñòü òåïåðü íåêîëëèíåàðíûå îòðåçêè −→x , −→y ðàñïîëîæåíû ïðîèç-
âîëüíî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïîñòðîåííîãî íà íèõ ïàðàëëåëîãðàììà
ðàññìîòðèì êîíãðóýíòíûé ïàðàëëåëîãðàìì, îäíà èç ñòîðîí êîòîðîãî ëå-
æèò íà îñè àáñöèññ (ðèñ.7.3).
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Ðèñ.7.3

Ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå òàêîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû U , ÷òî
x′ = Ux, y′ = Uy. Ïîýòîìó

S = |det[x′ y′]| = |det(U · [x y])| = det(U) · |det[x y]| = |det[x y]| . (7.6.2)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà (7.6.2) âåðíà è â ñëó÷àå êîëëèíåàðíûõ îòðåç-
êîâ, êîãäà ïëîùàäü ðàâíà íóëþ.

2. Ïóñòü ïàðàëëåëåïèïåä â R3 ïîñòðîåí íà íàïðàâëåííûõ îòðåçêàõ−→x ,−→y è −→z . Ïîêàæåì, ÷òî åãî îáúåì ðàâåí |det[x y z]|.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïàðàëëåëåïèïåä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.7.4 (îä-

íà ãðàíü ëåæèò â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè):

x = [x1, x2, 0]T , y = [y1, y2, 0]T , z = [z1, z2, z3]
T .
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Ðèñ.7.4

Îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ âûñîòû íà ïëîùàäü îñíî-
âàíèÿ:

V = |z3| ·
∣∣∣∣det

[
x1 y1

x2 y2

]∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
det




x1 y1 z1

x2 y2 z2

0 0 z3




∣∣∣∣∣∣
= |det[x y z]| .

Ïóñòü òåïåðü íåêîìïëàíàðíûå îòðåçêè −→x , −→y , −→z ðàñïîëîæåíû ïðî-
èçâîëüíî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà ïîñòðîåííîãî íà íèõ ïàðàëëåëåïèïåäà
ðàññìîòðèì êîíãðóýíòíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ãðàíüþ, ëåæàùåé â êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè.

Ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå òàêîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû U , ÷òî
x′ = Ux, y′ = Uy, z′ = Uz. Ïîýòîìó

V = |det[x′ y′ z′]| = |det(U · [x y z])| =
= |det(U)| · |det[x y z]| = |det[x y z]| . (7.6.3)

Óáåäèòåñü, ÷òî ôîðìóëà (7.6.3) âåðíà è â ñëó÷àå êîìïëàíàðíûõ îòðåçêîâ,
êîãäà îáúåì ðàâåí íóëþ.

3. Âû÷èñëèì, íàêîíåö, ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà â R3 äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà îí íå ëåæèò â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü ýòîò ïàðàëëåëî-
ãðàìì ïîñòðîåí íà íåêîëëèíåàðíûõ îòðåçêàõ −→x è −→y .

Ïîñòðîèì òðåòèé îòðåçîê −→w , ïåðïåíäèêóëÿðíûé −→x è −→y . Êîîðäè-
íàòû âåêòîðà w óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè

{
x1w1 + x2w2 + x3w3 = 0
y1w1 + y2w2 + y3w3 = 0

.

Îäíî èç íåíóëåâûõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû w = [∆23, −∆13, ∆12]
T , ãäå

∆12 = det

[
x1 y1

x2 y2

]
, ∆23 = det

[
x2 y2

x3 y3

]
, ∆13 = det

[
x1 y1

x3 y3

]
.
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Äåéñòâèòåëüíî,

〈x,w〉 = x1∆23 − x2∆13 + x3∆12 = det




x1 x1 y1

x2 x2 y2

x3 x3 y3


 = 0.

Àíàëîãè÷íî,
〈y, w〉 = det




y1 x1 y1

y2 x2 y2

y3 x3 y3


 = 0.

Êðîìå òîãî, w 6= θ â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ x è y.
Íîðìèðóåì âåêòîð w:

z =
w

‖w‖ =
1

(
∆2

12 + ∆2
23 + ∆2

13
)1/2




∆23

−∆13

∆12


 .

Î÷åâèäíî, ÷òî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà ñ åäèíè÷íîé âûñîòîé, ïîñòðîåí-
íîãî íà íàïðàâëåííûõ îòðåçêàõ −→x ,−→y ,−→z , ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè åãî
îñíîâàíèÿ � ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà íàïðàâëåííûõ îòðåçêàõ−→x è −→y :

S = V = |det[x y z]| = 1

‖w‖ · |det[x y w]| =

=
1

(
∆2

12 + ∆2
23 + ∆2

13
)1/2 ·

∣∣∣∣∣∣
det




x1 y1 ∆23

x2 y2 −∆13

x3 y3 ∆12




∣∣∣∣∣∣
=

=
∆2

12 + ∆2
23 + ∆2

13(
∆2

12 + ∆2
23 + ∆2

13
)1/2 =

(
∆2

12 + ∆2
23 + ∆2

13
)1/2

. (7.6.4)

Óáåäèòåñü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îòðåçêè −→x è −→y ëåæàò â êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè, ôîðìóëà (7.6.4) ïðåâðàùàåòñÿ â (7.6.2).

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Â "âåêòîðíîé àëãåáðå ò.å. â àë-
ãåáðå íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, îòðåçîê −→w , ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðó
w = [∆23,−∆13, ∆12]

T íàçûâàþò âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì îòðåçêîâ −→x
è −→y . Îòìåòèì ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1. −→w ⊥ −→x , −→w ⊥ −→y .
2. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà −→x è −→y , ðàâíà |−→w |.
3. Íàïðàâëåííûå îòðåçêè −→x , −→y , −→w îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó. Â ýòîì

ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïîëîæèâ x = e(1), y = e(2). Òîãäà w = e(3).
×èñëî det[x y z] íàçûâàþò ñìåøàííûì (âåêòîðíî-ñêàëÿðíûì) ïðî-

èçâåäåíèåì íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ −→x , −→y , −→z .
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Òàê êàê det[e(1)e(2)e(3)] = 1, ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî,
åñëè ñîìíîæèòåëè îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó, è îòðèöàòåëüíî, åñëè ëåâóþ.

7.7. Àëãîðèòì Ãðàìà�Øìèäòà.
QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû

Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû ðàññìîòðèì àëãîðèòì Ãðàìà�Øìèäòà59,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò, èìåÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð èç k âåêòîðîâ â Cn

(k ≤ n), ïîñòðîèòü îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð èç k âåêòîðîâ.
Èòàê, ïóñòü a(1), . . . , a(k) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû. Ïîëîæèì

b(1) = a(1) è b(2) = a(2) − α12b
(1).

×èñëî α12 âûáåðåì òàê, ÷òîáû 〈b(2), b(1)〉 = 0, ò.å. ÷òîáû b(2) è b(1)

áûëè îðòîãîíàëüíû:
〈b(2), b(1)〉 = 〈a(2), b(1)〉 − α12〈b(1), b(1)〉 = 0 ⇐⇒ α12 =

〈a(2), b(1)〉
〈b(1), b(1)〉 .

Äàëåå, åñëè óæå ïîñòðîåíû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû b(1), . . . , b(m),
è m < k, òî ïîëîæèì

b(m+1) = a(m+1) − α1,m+1b
(1) − . . .− αm,m+1b

(m). (7.7.1)

Óìíîæàÿ (7.7.1) ñêàëÿðíî íà b(r), 1 ≤ r ≤ m, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

〈b(m+1), b(r)〉 = 〈a(m+1), b(r)〉 − αr,m+1〈b(r), b(r)〉 = 0

(îñòàëüíûå ñëàãàåìûå èñ÷åçíóò âñëåäñòâèå ïîïàðíîé îðòîãîíàëüíîñòè
óæå ïîñòðîåííûõ âåêòîðîâ). Îòñþäà αr,m+1 = 〈a(m+1), b(r)〉/〈b(r), b(r)〉.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ïîñòðîåííûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòî-
ðîâ b(1), . . . , b(k) íåò íóëåâîãî. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî b(1) 6= θ, . . . ,
b(m) 6= θ, íî b(m+1) = θ. Ïîäñòàâèâ â ðàâåíñòâî

θ = a(m+1) − α1,m+1b
(1) − . . .− αm,m+1b

(m)

âûðàæåíèÿ âåêòîðîâ b(1), . . . , b(m) ÷åðåç âåêòîðû a(1), . . . , a(m), ïîëó÷èì

θ = a(m+1) + γ1a
(1) + . . . + γma(m),

ãäå γr, r = 1, . . . , m � íåêîòîðûå ÷èñëà.
Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ïðè a(m+1) îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîëó÷åííîå

ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè èñõîäíîãî íàáîðà âåê-
òîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ïîñòðîåííûõ âåêòîðîâ íóëåâûõ íåò. Íîðìè-
ðîâàâ ýòè âåêòîðû, ìû çàêîí÷èì ðàáîòó àëãîðèòìà Ãðàìà�Øìèäòà.

59Ýðõàðä ØÌÈÄÒ (E. Schmidt, 1876-1959) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê.
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Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (7.7.1) â âèäå

a(m+1) = α1,m+1b
(1) + . . .+αm,m+1b

(m) + b(m+1); m = 1, . . . , k−1. (7.7.2)

è îáúåäèíèì íàáîðû âåêòîðîâ â ìàòðèöû:

A =
[
a(1) . . . a(k)

]
; B =

[
b(1) . . . b(k)

]
.

Èç ôîðìóëû (7.7.2) âèäíî, ÷òî (m + 1)-é ñòîëáåö ìàòðèöû A

ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ìàòðèöû B óìíîæåíèåì ñïðàâà íà ñòîëáåö
[α1,m+1, . . . , αm,m+1, 1, 0, . . . , 0]T , è, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ìàòðèöà A ïîëó÷à-
åòñÿ óìíîæåíèåì ìàòðèöû B ñïðàâà íà âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó
ñ åäèíè÷íîé äèàãîíàëüþ:

A = Bα, (7.7.3)

ãäå

α =




1 α12 α13 . . . α1k

0 1 α23 . . . α2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1


 .

Íîðìèðîâàíèå ïîñòðîåííûõ âåêòîðîâ ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìî-
ùüþ óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà ìàòðèöó D−1, ãäå D = diag

[‖b(1)‖, . . . , ‖b(1)‖].
Òîãäà (7.7.3) ïåðåéäåò â A = B(D−1D)α = QR, ãäå Q = BD−1 � ìàò-
ðèöà ñ îðòîíîðìèðîâàííûìè ñòîëáöàìè, R = Dα � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ
ìàòðèöà.

Ïðåäñòàâëåíèå (n × k)-ìàòðèöû A ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòîëá-
öàìè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (n × k)-ìàòðèöû Q ñ îðòîíîðìèðîâàííûìè
ñòîëáöàìè è âåðõíåé òðåóãîëüíîé (k × k)-ìàòðèöû R íàçûâàåòñÿ QR-
ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A � êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî Q �
óíèòàðíàÿ ìàòðèöà.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èçëîæåííûé
âûøå àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áûëà äîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîëó-
÷åíèÿ QR-ðàçëîæåíèÿ, ÷èñëåííî íåóñòîé÷èâ è íå ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàí äëÿ âû÷èñëåíèé. ×èñëåííî óñòîé÷èâûå àëãîðèòìû, âûïîëíÿþùèå
QR-ðàçëîæåíèå, ðåàëèçîâàíû â ñðåäàõ êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ è â âèäå
ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì íà Ôîðòðàíå.
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Ãëàâà 8. ÑÀÌÎÑÎÏÐßÆÅÍÍÀß ÌÀÒÐÈÖÀ
8.1. Ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû
Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé

(ýðìèòîâîé), åñëè A∗ = A.
Èçó÷èì ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñàìî-

ñîïðÿæåííîé ìàòðèöû.
1. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû âåùåñòâåííû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå A∗ = A è ñâîé-

ñòâî 4 ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äàþò

〈Ax, x〉 = 〈x,A∗x〉 = 〈x,Ax〉. (8.1.1)

Ïóñòü òåïåðü A∗ = A, Ax = λx, x 6= θ. Òîãäà èç (8.1.1) èìååì

λ〈x, x〉 = 〈λx, x〉 = 〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉 = 〈x, λx〉 = λ〈x, x〉.
Ñîêðàùàÿ íà 〈x, x〉 6= 0, ïîëó÷èì λ = λ, ò.å. λ ∈ R. ¥

2. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A∗ = A, Ax = λx, Ay = µy. Òîãäà èç (8.1.1)
ñ ó÷åòîì µ ∈ R èìååì

λ〈x, y〉 = 〈λx, y〉 = 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 = 〈x, µy〉 = µ〈x, y〉 =⇒
=⇒ (λ − µ)〈x, y〉 = 0.

Íî λ 6= µ è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈x, y〉 = 0. ¥
Çàìå÷àíèÿ. 1. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé

ìàòðèöû ïîïàðíîå ðàçëè÷èå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îáåñïå÷èâàåò ëèøü ëè-
íåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

2. Ñðàâíèòå äîêàçàííûå ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû ñî
ñâîéñòâàìè 6 è 7 óíèòàðíûõ ìàòðèö.

Âàæíåéøåå ñâîéñòâî ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû óñòàíàâëèâàåò
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò îðòî-

íîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç åå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêó ìàòðèöû A.
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Äëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Ïóñòü îíî
äîêàçàíî äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà k− 1. Ðàññìîòðèì ïðîçâîëüíóþ ýðìèòîâó
ìàòðèöó A ïîðÿäêà k è íàéäåì êàêîé-íèáóäü êîðåíü λ1 åå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà PA(λ). Ïóñòü s(1) � íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé
âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé λ1.

Äîïîëíèì "íàáîð ñîñòîÿùèé èç îäíîãî âåêòîðà s(1), äî îðòîíîðìè-
ðîâàííîãî áàçèñà â Ck âåêòîðàìè g(2), . . . , g(k). Ñîáñòâåííûå âåêòîðû
s(2), . . . , s(k) áóäåì èñêàòü â âèäå

s(r) = α
(r)
2 g(2) + · · ·+ α

(r)
k g(k) èëè s(r) = Dα(r),

ãäå D =
[
s(1), g(2), . . . , g(k)

]
, α(r) =

[
0, α

(r)
2 , . . . , α

(r)
k

]T

. Îòìåòèì, ÷òî
ìàòðèöà D óíèòàðíà ïî ïîñòðîåíèþ, è ïîòîìó D∗ = D−1.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà

As(r) = λrs
(r) èëè ADα(r) = λrDα(r),

îòêóäà
D∗ADα(r) = λrα

(r). (8.1.2)

Ìàòðèöà AD èìååò âèä

AD =
[
As(1), Ag(2), . . . , Ag(k)

]
=

[
λ1s

(1), Ag(2), . . . , Ag(k)
]
. (8.1.3)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà D∗AD ýðìèòîâà (ïðîâåðüòå ýòî!), åå ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

D∗AD =




c d∗

d B


 ,

ãäå B � ýðìèòîâà ìàòðèöà ïîðÿäêà k − 1, c � ìàòðèöà ïåðâîãî ïîðÿäêà
(÷èñëî), d � ñòîëáåö âûñîòû k − 1. Ïðè ýòîì èç (8.1.3) ñëåäóåò

c = 〈λ1s
(1), s(1)〉 = λ1; dr = 〈Ag(r), s(1)〉 = 〈g(r), As(1)〉 = λ1〈g(r), s(1)〉 = 0,

òàê êàê g(r) îðòîãîíàëüíû s(1) ïî ïîñòðîåíèþ. Èòàê,

D∗AD =




λ1 0 . . . 0

0

· · · B
0


 .
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Ïîñêîëüêó D∗ = D−1, ìàòðèöû D∗AD è A ïîäîáíû, è èõ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû ñîâïàäàþò:

PA(λ) = PD∗AD(λ) = (λ1 − λ) · PB(λ).

Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû B ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñîáñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A. Âåðíî è îáðàòíîå (çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò
áûòü, ÷èñëà λ1).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (8.1.2) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λr è
âåêòîðîâ α(r) èìååò âèä

D∗ADα(r) =




λ1 0 . . . 0

0

· · · B
0


 ·




0

α
(r)
2
· · ·
α

(r)
k


 = λr ·




0

α
(r)
2
· · ·
α

(r)
k


 .

Îíà, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå

B ·




α
(r)
2
· · ·
α

(r)
k


 = λr ·




α
(r)
2
· · ·
α

(r)
k


 .

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìàòðèöà B èìååò îðòîíîðìèðî-
âàííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ â Ck−1. Îáîçíà÷èì åãî âåêòîðû a(2), . . . , a(k) è
ïîëîæèì

α(r) =

[
0

a(r)

]
, r = 2, . . . , k.

Èç Ba(r) = λra
(r) èìååì D∗ADα(r) = λrα

(r). Îòñþäà ñëåäóåò
A(Dα(r)) = λr(Dα(r)), ò.å. As(r) = λrs

(r).
Íî a(r) îðòîíîðìèðîâàíû, ñëåäîâàòåëüíî, è α(r) îðòîíîðìèðîâàíû.

Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå íà óíèòàðíóþ ìàòðèöó D ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå è íîðìó, âåêòîðû s(2), . . . , s(k) òàêæå îðòîíîðìèðîâàíû.
Íîðìèðîâàííûé âåêòîð s(1) îðòîãîíàëåí âåêòîðàì g(2), . . . , g(k) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, îðòîãîíàëåí âåêòîðàì s(2), . . . , s(k). Îðòîíîðìèðîâàííûé ñîá-
ñòâåííûé áàçèñ ìàòðèöû A ïîñòðîåí, è òåîðåìà äîêàçàíà. ¥

Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà A ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöå Λ, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ñîáñòâåííûå ÷èñëà A.

Ìàòðèöà S, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäîáèå, óíèòàðíà,
èáî åå ñòîëáöû � îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A.
Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû A è Λ = diag[λ1, . . . , λn] óíèòàðíî ïîäîáíû.
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Äîìíîæèâ ðàâåíñòâî S−1AS = Λ íà S ñëåâà è íà S∗ = S−1 ñïðàâà,
ïîëó÷èì

A = SΛS∗.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ åå ñïåê-
òðàëüíûì ðàçëîæåíèåì.

Ïðèìåð. A =




0 i 1
−i 0 −i
1 i 0


. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî A∗ = A. Ïðÿìûì

âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì

PA(λ) = det(A− λI) = −λ3 + 3λ + 3.

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà λ1 = 2, λ2 = λ3 = −1 � ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà ìàòðèöû A.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà s(1) ðåøèì îäíîðîäíóþ ñè-
ñòåìó (A− λ1 · I)s(1) = θ:

−2 i 1
−i −2 −i
1 i −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

⇐⇒
1 −i/2 −1/2
0 −3/2 −3i/2
0 3i/2 −3/2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

⇐⇒
1 0 −1
0 1 i
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

,

îòêóäà s(1) = α[1 − i 1]T .
Ïîäáåðåì α èç óñëîâèÿ ‖s(1)‖ = 1:

α =
1√
3
; s(1) =

1√
3
[1 − i 1]T .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà s(2) ðåøèì îäíîðîäíóþ ñè-
ñòåìó (A− λ2 · I)s(1) = θ:

1 i 1
−i 1 −i
1 i 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

⇐⇒
1 i 1
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

.

Îäíî èç ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû s(2) = β[1 0 −1]T . Ïîäáåðåì β èç óñëîâèÿ
‖s(2)‖ = 1:

β =
1√
2
; s(2) =

1√
2
[1 0 − 1]T .

Òðåòüå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ðàâíî âòîðîìó. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
äëÿ îïðåäåëåíèÿ s(3) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ s(2). Íî åñëè
s(2) è s(3) îðòîãîíàëüíû s(1) "àâòîìàòè÷åñêè" (ñâîéñòâî 2 ñàìîñîïðÿæåí-
íîé ìàòðèöû), òî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè s(2) è s(3) äàåò äîïîëíèòåëü-
íîå óðàâíåíèå. Èòàê,
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1 i 1
−i 1 −i
1 i 1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

⇐⇒
1 0 −1
0 1 −2i
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

,

îòêóäà s(3) = γ[1 2i 1]T . Óñëîâèå íîðìèðîâêè äàåò s(3) = 1√
6
[1 2i 1]T .

Çàïèøåì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A:

A =




1√
3

1√
2

1√
6

− i√
3

0 2i√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6


 ·

[
2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

]
·




1√
3

i√
3

1√
3

1√
2

0 − 1√
2

1√
6

−2i√
6

1√
6


 = SΛS∗.

8.2. Ðåøåíèå ïîëíîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû. Ìåòîä ßêîáè
Â ï.6.2 áûëî óêàçàíî, ÷òî î÷åâèäíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîëíîé ïðî-

áëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, âûòåêàþùèé èç îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ
÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, íåïðèìåíèì èç-çà åãî ÷èñëåííîé íåóñòîé-
÷èâîñòè. Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷èëè ìåòîäû, îñíîâàííûå íà
äðóãèõ èäåÿõ. Îäèí èç íèõ � ìåòîä ßêîáè � ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå. Ìû
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà A � âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

Åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà U , ÷òî Λ = UTAU �
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òî (ñì. ï.6.3) íà äèàãîíàëè Λ áóäóò ñòîÿòü ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A, à ñòîëáöû ìàòðèöû U îáðàçóþò ñîáñòâåííûé
áàçèñ ìàòðèöû A. Áóäåì ñòðîèòü ìàòðèöû, óíèòàðíî ïîäîáíûå ìàòðèöå
A, äîáèâàÿñü ïðåâðàùåíèÿ âñåõ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â íóëè.

Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìÿ ßêîáè ìû äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû íàè-
áîëüøèé ïî ìîäóëþ âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò (íàçîâåì åãî âåäóùèì
ýëåìåíòîì ïåðâîãî øàãà) îáðàòèëñÿ â íóëü. Âñëåäñòâèå ñèììåòðèè ìàò-
ðèöû òàêèõ ýëåìåíòîâ ÷åòíîå ÷èñëî. Åñëè èõ áîëüøå äâóõ, ìîæíî âû-
áðàòü ëþáóþ ïàðó aik, aki (íàïðèìåð, ïàðó ñ íàèìåíüøåé ñóììîé i + k).
Áóäåì íàçûâàòü ñòðîêè è ñòîëáöû ñ íîìåðàìè i è k îòìå÷åííûìè.

Íà ðèñóíêå ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà èñõîäíàÿ ìàòðèöà A(0) = A

ñ îòìå÷åíííîé ïàðîé âåäóùèõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî øàãà a
(0)
ik è a

(0)
ki(|a(0)

ik | = max
p6=m

|a(0)
pm|

)
.

296



A(0) =




... ...
· · · ... · · · a

(0)
ik · · ·

... ...
· · · a

(0)
ki · · · ... · · ·
... ...




.

Ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàò ïåðâîãî øàãà � ìàòðèöó A(1), óíèòàðíî ïîäîá-
íóþ A, � â âèäå A(1) = U (1)TA(0)U (1), ãäå U (1) � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,
èçîáðàæåííàÿ ñõåìàòè÷åñêè íèæå.

U (1) =




I ... O ... O
· · · c1 · · · −s1 · · ·
O ... I ... O
· · · s1 · · · c1 · · ·
O ... O ... I




.

Çäåñü ñèìâîëîì I îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ ïîäìàòðèöà, ñèìâîëîì O � íóëå-
âàÿ ïîäìàòðèöà. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà U (1) ïîëó÷àåòñÿ èç åäèíè÷íîé
ïóòåì çàìåíû äâóõ äèàãîíàëüíûõ è äâóõ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,
ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè îòìå÷åííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ:

u
(1)
ii = u

(1)
kk = c1 = cos(ϕ1); u

(1)
ki = −u

(1)
ik = s1 = sin(ϕ1)

(ϕ1 � óãîë, ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ èç óñëîâèÿ a
(1)
ik = a

(1)
ik = 0).

Ïî îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö èç A(1) = U (1)TA(0)U (1) ñëåäóåò

a(1)
pm =

n∑
r=1

u(1)T
pr

n∑
j=1

a
(0)
rj u

(1)
jm. (8.2.1)

Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû, íå ñòîÿùèå â îòìå÷åííûõ ñòðî-
êàõ è ñòîëáöàõ, íå èçìåíÿþòñÿ. Ðàññìîòðèì âíóòðåííþþ ñóììó â (8.2.1).
Åñëè m-é ñòîëáåö íå îòìå÷åí, òî ýòà ñóììà ñîñòîèò èç îäíîãî ñëàãàåìîãî:

n∑
j=1

a
(0)
rj u

(1)
jm = a(0)

rmu(1)
mm = a(0)

rm.

Åñëè p-ÿ ñòðîêà íå îòìå÷åíà, òî âíåøíÿÿ ñóììà òîæå ñîñòîèò èç îäíîãî
ñëàãàåìîãî:

a(1)
pm =

n∑
r=1

u(1)T
pr a(0)

rm = u(1)T
pp a(0)

pm = a(0)
pm.
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Âû÷èñëèì òåïåðü ýëåìåíò ìàòðèöû A(1), ñòîÿùèé â îòìå÷åíííîì
ñòîëáöå è â íåîòìå÷åíííîé ñòðîêå. Ïóñòü, íàïðèìåð, m = i, p 6= i,
p 6= k. Òîãäà âíóòðåííÿÿ ñóììà ñîäåðæèò äâà ñëàãàåìûõ:

n∑
j=1

a
(0)
rj u

(1)
ji = a

(0)
ri u

(1)
ii + a

(0)
rk u

(1)
ki = a

(0)
ri c1 + a

(0)
rk s1,

à âíåøíÿÿ � îäíî:

a
(1)
pi = u(1)T

pp (a
(0)
pi c1 + a

(0)
pk s1) = a

(0)
pi c1 + a

(0)
pk s1.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ m = k, ïîëó÷èì
n∑

j=1

a
(0)
rj u

(1)
jk = a

(0)
rk u

(1)
kk + a

(0)
ri u

(1)
ik = a

(0)
rk c1 − a

(0)
ri s1,

a
(1)
pk = u(1)T

pp (a
(0)
pk c1 − a

(0)
pi s1) = a

(0)
pk c1 − a

(0)
pi s1.

Çàìåòèì, ÷òî
(
a

(1)
pi

)2
+

(
a

(1)
pk

)2
=

(
a

(0)
pi

)2
+

(
a

(0)
pk

)2
,

ò.å. ñóììà êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ îòìå÷åííûõ ñòîëáöîâ, ñòîÿùèõ â îäíîé
(íå îòìå÷åííîé) ñòðîêå, íå ìåíÿåòñÿ. Â ñèëó ñèììåòðèè ìàòðèö íå ìåíÿ-
åòñÿ è ñóììà êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ îòìå÷åííûõ ñòðîê, ñòîÿùèõ â îäíîì
(íå îòìå÷åííîì) ñòîëáöå.

Îñòàëîñü íàéòè ýëåìåíò a
(1)
ik , ïîëó÷àþùèéñÿ íà ìåñòå âåäóùåãî ýëå-

ìåíòà ïåðâîãî øàãà:

a
(1)
ik =

n∑
r=1

u
(1)T
ir

n∑
j=1

a
(0)
rj u

(1)
jk =

=
n∑

r=1

u
(1)T
ir

(
a

(0)
ri u

(1)
ik + a

(0)
rk u

(1)
kk

)
=

n∑
r=1

u
(1)T
ir

(−a
(0)
ri s1 + a

(0)
rk c1

)
=

= u
(1)
ii

(−a
(0)
ii s1 + a

(0)
ik c1

)
+ u

(1)
ik

(−a
(0)
ki s1 + a

(0)
kk c1

)
=

= −a
(0)
ii c1s1 + a

(0)
ik c2

1 − a
(0)
ki s2

1 + a
(0)
kk c1s1.

Ïðèðàâíÿâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íóëþ è âñïîìèíàÿ, ÷òî c1 = cos(ϕ1),
à s1 = sin(ϕ1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕ1:

(
cos2(ϕ1)− sin2(ϕ1)

)
a

(0)
ik =

(
a

(0)
ii − a

(0)
kk

)
cos(ϕ1)sin(ϕ1)
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(çäåñü ó÷òåíî, ÷òî a
(0)
ik = a

(0)
ki ). Ïî óñëîâèþ a

(0)
ik 6= 0 (êàê íàèáîëüøèé ïî

ìîäóëþ âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò), è ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ctg (2ϕ1) =
(
a

(0)
ii − a

(0)
ii

)/
2a

(0)
ik .

Íàéäÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ϕ1, ïîëó÷èì ìàòðèöó A(1), êîòîðàÿ óíè-
òàðíî ïîäîáíà ìàòðèöå A(0) è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. a
(1)
ik = a

(1)
ki = 0.

2. Ñóììà êâàäðàòîâ îñòàëüíûõ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íå
èçìåíèëàñü.

Íà âòîðîì øàãå àëãîðèòìà ßêîáè ìû ñêîíñòðóèðóåì ìàòðèöó
A(2) = U (2)∗A(1)U (2), óíèòàðíî ïîäîáíóþ A(1) (à, ñëåäîâàòåëüíî, è A(0)),
ó êîòîðîé áóäóò ðàâíû íóëþ âåäóùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû A(1).

Âîîáùå, A(p) = V (p)∗AV (p), ãäå V (p) = U (1) · . . . · U (p).

Çäåñü ìîæíî áûëî áû ïîñòàâèòü ñëîâà "è òàê äàëåå íî... ê ñîæà-
ëåíèþ, íà âòîðîì øàãå òå ýëåìåíòû, êîòîðûå íà ïåðâîì øàãå áûëè
îáíóëåíû, âîîáùå ãîâîðÿ, ñòàíóò ñíîâà îòëè÷íûìè îò íóëÿ! Ïîýòîìó, â
îòëè÷èå, ñêàæåì, îò àëãîðèòìà Ãàóññà�Éîðäàíà, ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïî àëãîðèòìó ßêîáè, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷åí. Îäíàêî ñåé÷àñ ìû ïîêà-
æåì, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà êàæäîì øàãå
àëãîðèòìà óìåíüøàåòñÿ.

Îáîçíà÷èì Q(p) =
∑
r 6=m

(
a

(p)
rm

)2. Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâ 1 è 2

Q(p+1) = Q(p) − 2
(
a

(p)
ik

)2
= Q(p) ·

(
1− 2

(
a

(p)
ik

)2

Q(p)

)
.

Íî
(
a

(p)
ik

)2
= max

r 6=m

(
a

(p)
rm

)2. Ïîýòîìó Q(p) ≤ (
a

(p)
ik

)2 ·n(n−1), ãäå n � ïîðÿäîê
ìàòðèöû A. Îòñþäà

(
a

(p)
ik

)2

Q(p) ≥ 1

n(n− 1)
è Q(p+1) ≤ Q(p) ·

(
1− 2

n(n− 1)

)
.

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè èòåðàöèÿõ ïî ìåòîäó
ßêîáè ñóììà êâàäðàòîâ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû óáûâàåò
íå ìåäëåííåå, ÷åì ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ:

Q(p) ≤ Q(0) ·
(
1− 2

n(n− 1)

)p

,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ñäåëàíà êàê óãîäíî ìàëîé.
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Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö A(p), óíèòàðíî ïî-
äîáíûõ ìàòðèöå A è ïðèáëèæàþùèõñÿ ñ ðîñòîì p ê äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöå. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèö A(p)

ñ ðîñòîì p ïðèáëèæàþòñÿ ê ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ìàòðèöû A.
Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â èíòåðâàëå

]
a

(p)
ii −

√
Q(p), a

(p)
ii +

√
Q(p)

[

ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A. Åñòåñòâåííî
íàçâàòü ýòîò èíòåðâàë îöåíêîé ñîáñòâåííîãî ÷èñëà. Äëèíà èíòåðâàëà-
îöåíêè, î÷åâèäíî, ìîæåò áûòü ñäåëàíà êàê óãîäíî ìàëîé ïðè äîñòàòî÷-
íîì êîëè÷åñòâå èòåðàöèé.

Ìàòðèöû V (p) = U (1) · . . . · U (p) óíèòàðíû, è èõ ñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ
ïðèáëèæåíèÿìè äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A.

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Ìàòðèöà U (1) îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò
íà óãîë ϕ1 â ïëîñêîñòè xiOxk, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç i-þ è k-þ êîîðäèíàò-
íûå îñè â ïðîñòðàíñòâå Rn (ñðàâíèòå ñ ïðèìåðîì â ï.7.6). Ìàòðèöà V (p)

� ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ìàòðèö ïëîñêèõ âðàùåíèé. Ïîýòîìó ìåòîä
ßêîáè èíîãäà íàçûâàþò ìåòîäîì âðàùåíèé.

Ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, ðåàëèçîâàííûå â ñðåäàõ êî-
íå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ è â áèáëèîòåêàõ ñòàíäàðòíûõ Ôîðòðàí-ïðîãðàìì,
îáåñïå÷èâàþò ðåøåíèå ïîëíîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñà-
ìîñîïðÿæåííûõ ìàòðèö ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Â ñëó÷àå íåñàìîñîïðÿæåííûõ ìàòðèö
ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ. Êàê áûëî ïîêàçàíî, òàêèå ìàòðèöû ìîãóò è íå
èìåòü ïîëíîãî íàáîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ðåà-
ëèçîâàííûå â ñðåäàõ êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ è â áèáëèîòåêàõ ñòàíäàðò-
íûõ Ôîðòðàí-ïðîãðàìì àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ïîëíîé ïðîáëåìû ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö íå ãàðàíòèðóþò ïîëó÷åíèå ðå-
çóëüòàòà. Ìû íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì ñëåäîâàòü â ýòîì ñëó÷àå ñîâåòó
Õåììèíãà60: íå æå÷ü çðÿ ìàøèííîå âðåìÿ, à îáðàùàòüñÿ çà êîíñóëüòà-
öèåé ê ñïåöèàëèñòàì.

60Ðè÷àðä Óýñëè ÕÅÌÌÈÍÃ (R.W. Hamming, 1915-1998), àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê,
ó÷àñòíèê Ìàíõýòòåíñêîãî ïðîåêòà, àâòîð ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â ÷èñëåííîì
àíàëèçå, òåîðèè èíôîðìàöèè, òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ("êîä Õåììèíãà"), òåîðèè
öèôðîâûõ ôèëüòðîâ. Â 1988 ã. IEEE ó÷ðåäèë ìåäàëü â åãî ÷åñòü.
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9. ÏÐÎÑÒÅÉØÈÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÛ
ÍÀ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ Cn È Rn

9.1. Ëèíåéíûå ôîðìû
Â ï.6.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà m × n

ïîðîæäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Cn â Cm: x → Ax. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà m = 1, çíà÷åíèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Òàêîå
îòîáðàæåíèå íàçûâàþò ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì (ëèíåéíîé ôîðìîé).

Èòàê, (1 × n)-ìàòðèöà (ìàòðèöà-ñòðîêà) ïîðîæäàåò ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë � îòîáðàæåíèå Cn â C.

Ïóñòü A = [a1, · · · , an]. Òîãäà Ax = a1x1 + . . . + anxn.

Ââåäåì âåêòîð-ñòîëáåö a = A∗ = [a1, · · · , an]
T . Òîãäà íàø ëèíåéíûé

ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü çàïèñàí â òåðìèíàõ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
Ax = a∗x = 〈x, a〉.

Ýòîò ñïîñîá çàïèñè ìû è áóäåì, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàòü.
Çàìå÷àíèå. Âåêòîð ñ âåùåñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè, î÷åâèäíî,

ïîðîæäàåò òàêæå âåùåñòâåííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà Rn.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ëèíåéíîé

ôîðìû y = 〈x, a〉, çàäàííîé íà Rn (a ∈ Rn, n = 1, 2, 3).
Åñëè a = θ, òî y ≡ 0. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî a 6= θ.
Äëÿ n = 1 a = [a], x = [x], y = ax.

Ãðàôèê ýòîé ôîðìû � ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò.

Äëÿ n = 2 a =

[
a1

a2

]
, x =

[
x1

x2

]
, y = 〈x, a〉 = a1x1 + a2x2.

Ãðàôèê ýòîé ôîðìû � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ïîëåçíî ðàññìîòðåòü òàêæå ëèíèè óðîâíÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà, ò.å.

ëèíèè â R2, íà êîòîðûõ ôóíêöèîíàë ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.
Ïîëàãàÿ y = const, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

a1x1 + a2x2 = const. (9.1.1)

Êàê èçâåñòíî, ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ.
Èòàê, ãðàôèê âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî íà

R2, � ýòî ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, à åãî ëèíèè
óðîâíÿ îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ èç ýòîãî ñåìåéñòâà
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〈x, a〉 = c, c ∈ R. (9.1.2)

Çàôèêñèðóåì íà íåé òî÷êó x(0). Âû÷èòàÿ èç (9.1.2) ðàâåíñòâî 〈x(0), a〉 = c,
ïîëó÷èì

〈
x−x(0), a

〉
= 0. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû x−x(0) è a îðòîãîíàëü-

íû, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì íàïðàâëåííûå îòðåçêè ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Íî îòðåçîê

−−−−−→
x− x(0), î÷åâèäíî, ïàðàëëåëåí íàøåé ïðÿìîé.

Ïîýòîìó âñå ïðÿìûå ñåìåéñòâà ïåðïåíäèêóëÿðíû −→a , è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé (ðèñ.9.1).

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Ðèñ.9.1

−→a

¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤¤º

Çàìå÷àíèÿ. 1. Êàê èçâåñòíî èç øêîëüíîãî êóðñà, ëþáàÿ ïðÿìàÿ
íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (9.1.1). Ïîýòîìó ëþáàÿ ïðÿìàÿ íà
ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé óðîâíÿ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà.

2. Ìíîæåñòâî òî÷åê R2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíîìó íåðàâåíñòâó
〈x, a〉 ≤ c, î÷åâèäíî, åñòü îáúåäèíåíèå ëèíèé óðîâíÿ 〈x, a〉 = γ ïðè
ëþáûõ γ ≤ c. Ýòî îäíà èç äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé, íà êîòîðûå ïðÿìàÿ
〈x, a〉 = c äåëèò ïëîñêîñòü. Ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-
âåíñòâó 〈x, a〉 ≥ c , îáðàçóåò âòîðóþ ïîëóïëîñêîñòü (ðèñ.9.2).

Ðèñ.9.2

〈x, a〉 ≤ c

〈x, a〉 ≥ c−→a

¢
¢
¢
¢
¢
¢̧

HHHHHHHHHHHHHHHHHH
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Äëÿ n = 3

a = [a1, a2, a3]
T , x = [x1, x2, x3]

T , y = 〈x, a〉 = a1x1 + a2x2 + a3x3.

Ãðàôèê ýòîãî ôóíêöèîíàëà ïîñòðîèòü íåâîçìîæíî, èáî òðè îòïóùåííûå
íàì ïðèðîäîé îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò çàíÿòû çíà÷åíèÿìè
êîìïîíåíò âåêòîðà x, è çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà äåâàòü óæå íåêóäà.
Ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì åãî ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ,
óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ïîëó÷àåì, ôèêñèðóÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà.
Ïîëàãàÿ y = const, èìååì

〈x, a〉 = a1x1 + a2x2 + a3x3 = c

� óðàâíåíèå ïëîñêîñòè.
Èòàê, ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ íàøåãî ôóíêöèîíàëà îáðàçóþò îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé.
Çàôèêñèðîâàâ íà îäíîé èç ïëîñêîñòåé ýòîãî ñåìåéñòâà òî÷êó x(0),

äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè x ýòîé ïëîñêîñòè èìååì 〈x, a〉 = c = 〈x(0), a〉.
Îòñþäà 〈x−x(0), a〉 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, íàïðàâëåííûé îòðåçîê

−−−−−→
x− x(0)

ïåðïåíäèêóëÿðåí −→a .
Ïîñêîëüêó x è x(0) ëåæàò â íàøåé ïëîñêîñòè, îòðåçîê

−−−−−→
x− x(0) êîì-

ïëàíàðåí åé. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà −→a , è, çíà-
÷èò, âñå ïëîñêîñòè ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé.

Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, êàæäàÿ ïëîñêîñòü â R3 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ-
íîñòüþ óðîâíÿ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà; ìíîæåñòâî òî÷åê,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíîìó íåðàâåíñòâó 〈x, a〉 ≤ c, è ìíîæåñòâî òî÷åê,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíîìó íåðàâåíñòâó 〈x, a〉 ≥ c, îáðàçóþò äâà ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà, ðàçäåëÿåìûõ ïëîñêîñòüþ 〈x, a〉 = c.

9.2. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû
Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, x ∈ Cn. Òîãäà ïî

ôîðìóëå (8.1.1) 〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉, à òàê êàê ïî ñâîéñòâó 2 ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ 〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉, òî 〈Ax, x〉 ∈ R.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.
Âåùåñòâåííàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà Cn ïðàâèëîì x → 〈Ax, x〉,
íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé (êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì).

Çàïèøåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðà x:

(Ax)i =
n∑

j=1

aijxj;
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〈Ax, x〉 =
n∑

i=1

(Ax)ixi =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijxjxi =
n∑

i=1

aii|xi|2 +
n∑

j 6=i

aijxixj.

Íàëè÷èå ñëàãàåìûõ ñ ïîïàðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè êîîðäèíàò çàòðóäíÿåò
èññëåäîâàíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ïîêàæåì, ÷òî îò ýòîãî çàòðóäíåíèÿ
ìîæíî èçáàâèòüñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà îðòî-
íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ ñàìîñîïðÿæåííîé (!) ìàòðèöû A.

Êàê èçâåñòíî (ï.8.1), A = SΛS∗, ãäå Λ = diag[λ1, · · · , λn] �
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, äèàãîíàëü êîòîðîé ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ìàòðèöû A, S = [s(1), · · · , s(n)] � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé
� ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì îðòîíîðìèðîâàííûå ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû (ñîáñòâåííûé áàçèñ ìàòðèöû A â Cn).

Ðàçëîæèì âåêòîð x ïî ýòîìó áàçèñó:

x = α1s
(1) + . . . + αns

(n) èëè x = Sα, ãäå α = [α1, · · · , αn]
T .

Îòñþäà
〈Ax, x〉 = x∗Ax = (Sα)∗A(Sα) = α∗(S∗AS)α = α∗Λα = 〈Λα, α〉,

èëè, â êîîðäèíàòíîé çàïèñè,

〈Ax, x〉 =
n∑

j=1

λj|αj|2. (9.2.1)

Âûðàæåíèå (9.2.1) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Ïðè èññëåäîâàíèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, êàê ÿâñòâóåò èç (9.2.1),
âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A. Ââåäåì â ñâÿçè ñ
ýòèì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ òåðìèíîâ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ïîëîæèòåëü-
íû (îòðèöàòåëüíû), òî âñëåäñòâèå (9.2.1) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëî-
æèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà) íà Cn, çà èñêëþ÷åíèåì íóëåâîãî âåêòîðà, íà
êîòîðîì îíà ðàâíà íóëþ. Òàêóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (êàê è åå ìàòðèöó)
íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé).

Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû (íåïî-
ëîæèòåëüíû), òî è ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà âñþäó íå-
îòðèöàòåëüíà (íåïîëîæèòåëüíà). Òàêóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (êàê è
åå ìàòðèöó) íàçûâàþò íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé (íåïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé).
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Ïðèìåð. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ (m × n)-ìàòðèöà. Ðàññìîòðèì
ìàòðèöó Ãðàìà GB = B∗B (ñì. ï.7.3). Äëÿ x ∈ Cn èìååì

〈
GBx, x

〉
=

〈
B∗Bx, x

〉
=

〈
Bx, Bx

〉
= ‖Bx‖2 ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Ãðàìà ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà.

Åñëè âåêòîðû (ñòîëáöû ìàòðèöû B) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ïî
ñâîéñòâó 2 ìàòðèöû Ãðàìà det(GB) 6= 0. Ïîýòîìó åå ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà íå ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíû. Òàêèì
îáðàçîì, ìàòðèöà Ãðàìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî íàáîðà âåêòîðîâ ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A åñòü è ïîëîæèòåëüíûå,
è îòðèöàòåëüíûå, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò
êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, è íàçûâàåòñÿ
çíàêîïåðåìåííîé.

Äîêàæåì òåïåðü îäíî âàæíîå äëÿ ïðèëîæåíèé íåðàâåíñòâî:
λmin(A)‖x‖2 ≤ 〈Ax, x〉 ≤ λmax(A)‖x‖2. (9.2.2)

Äåéñòâèòåëüíî, èç (9.2.1) èìååì

〈Ax, x〉 =
n∑

k=1

λk|αk|2 ≤
n∑

k=1

λmax|αk|2 = λmax

n∑

k=1

|αk|2 = λmax‖α‖2;

〈Ax, x〉 =
n∑

k=1

λk|αk|2 ≥
n∑

k=1

λmin|αk|2 = λmin

n∑

k=1

|αk|2 = λmin‖α‖2.

Îñòàåòñÿ òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå íà óíèòàðíóþ ìàòðèöó
íå ìåíÿåò íîðìó âåêòîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖x‖ = ‖Sα‖ = ‖α‖, è (9.2.2)
äîêàçàíî. ¥

Îïðåäåëåííàÿ äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ Cn ôóíêöèÿ

x → 〈Ax, x〉
‖x‖2 ,

ãäå A � ñàìîñîïðÿæåííàÿ (n × n)-ìàòðèöà, íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì
Ðýëåÿ61. Èç (9.2.2) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ Ðýëåÿ çàêëþ÷åíû
ìåæäó íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A.

61Äæîí Âèëüÿì ÑÒÐÅÒÒ, áàðîí ÐÝËÅÉ (J.W. Rayleigh, 1842-1919) � àíãëèéñêèé
ôèçèê è ìàòåìàòèê, ïðåçèäåíò Ëîíäîíñêîãî Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, ëàóðåàò
Íîáåëåâñêîé ïðåìèè.
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9.3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ñ
âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, çàäàííûå íà Rn, n = 1, 2, 3.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû âåùåñòâåííîé
ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû âåùåñòâåííû. Ïîýòîìó êîîðäèíàòû âåêòîðà èç
Rn â ñîáñòâåííîì áàçèñå òàêîé ìàòðèöû òîæå âåùåñòâåííû.

Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòðèöà A íåíóëåâàÿ ("èññëåäîâàíèå" ñëó÷àÿ
A = Θ òðèâèàëüíî � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ).

1. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà R1 = R:
A = [a] � ìàòðèöà 1-ãî ïîðÿäêà, y = 〈Ax, x〉 = ax2.
Ãðàôèê ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû � ïàðàáîëà (íà ðèñ.9.3 a > 0).

Ðèñ.9.3

x

y

-

6

2. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà R2:
Óñëîâèìñÿ ñðàçó çàïèñûâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó â îðòîíîðìèðî-

âàííîì ñîáñòâåííîì áàçèñå åå ìàòðèöû. Òîãäà
y = 〈Ax, x〉 = λ1x

2
1 + λ2x

2
2.

Ãðàôèê ýòîãî ôóíêöèîíàëà � ïîâåðõíîñòü â R3. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âèäà
ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàññìîòðèì ëèíèè óðîâíÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

à) Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà (λ1 > 0,
λ2 > 0). Òîãäà, ïîëîæèâ y = c > 0 (çíà÷åíèå ôîðìû âñþäó íåîòðèöà-
òåëüíî è ðàâíî íóëþ òîëüêî â íà÷àëå êîîðäèíàò), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
ëèíèè, âî âñåõ òî÷êàõ êîòîðîé êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ðàâíà c:
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λ1x
2
1 + λ2x

2
2 = c, èëè x2

1

c/λ1
+

x2
1

c/λ2
= 1.

Ýòî óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè
√

c/λ1 è
√

c/λ2 (ðèñ.9.4).

Ðèñ.9.4

x1

x2

-

6

Ðèñ.9.5
x1

x2

x3

+

z

6

Òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå íàøåé ïîâåðõíîñòè ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ
åñòü ýëëèïñ, è ïîëóîñè ýòîãî ýëëèïñà íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò ïî
ìåðå óäàëåíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Åñëè ó÷åñòü,
÷òî ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè âåðòèêàëüíûìè êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàáîëû y = λ1x

2
1 è y = λ2x

2
2, òî ôîðìà ïîâåðõ-

íîñòè ñòàíåò î÷åâèäíîé. Ýòà ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì
ïàðàáîëîèäîì (ðèñ.9.5).

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî åå ãðàôèê,
î÷åâèäíî, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì, íî ïåðåâåðíó-
òûì "ââåðõ íîãàìè".

Ïðè λ1 = λ2 â ñå÷åíèÿõ ïîâåðõíîñòè ãîðèçîíòàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè
ïîëó÷àþòñÿ îêðóæíîñòè. Òàêîé ïàðàáîëîèä ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
âðàùåíèåì ïàðàáîëû y = λ1x

2
1, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè x1Oy, âîêðóã îñè

Oy. Îí èìåíóåòñÿ ïàðàáîëîèäîì âðàùåíèÿ.
á) Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çíàêîïåðåìåííà. Ïðèìåì äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè, ÷òî λ1 > 0, λ2 < 0. Óðàâíåíèå ëèíèè óðîâíÿ y = c èìååò
âèä

λ1 · x2
1 − |λ2| · x2

2 = c.

Ïðè c > 0 (ñå÷åíèå ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ, ðàñïîëîæåííîé íàä
êîîðäèíàòíîé) ýòî ãèïåðáîëà
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x2
1

c/λ1
− x2

1

c/|λ2| = 1

ñ ïîëóîñÿìè
√

c/λ1 è
√

c/|λ2|, à ïðè c < 0 (ñå÷åíèå ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòüþ, ðàñïîëîæåííîé ïîä êîîðäèíàòíîé) � ãèïåðáîëà

− x2
1

|c|/λ1
+

x2
1

c/λ2
= 1

ñ ïîëóîñÿìè
√
|c|/λ1 è

√
c/λ2.

Â ñå÷åíèè ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ (c = 0) ïî-
ëó÷àåòñÿ ëèíèÿ óðîâíÿ λ1 · x2

1 = |λ2| · x2
2, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïàðó

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

x2 = ±
√

λ1

|λ2| x1,

ðàçäåëÿþùèõ äâà ñåìåéñòâà ãèïåðáîë (ðèñ.9.6).

Ðèñ.9.6

c > 0

c = 0

c < 0

¾

¾
?

Ðèñ.9.7

x1

x2

y

z

3

6

Ñå÷åíèÿ âåðòèêàëüíûìè êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè � ïàðàáîëû
y = λ1x

2
1 è y = −|λ2|x2

2. Ãðàôèê çíàêîïåðåìåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
èìååò âèä áåñêîíå÷íîãî "ñåäëà" è íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáî-
ëîèäîì (ðèñ.9.7).

â) Ïðè íàëè÷èè ó ìàòðèöû íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà (ïóñòü,
íàïðèìåð, λ1 = 0) ãðàôèê êâàäðàòè÷íîé ôîðìû y = λ2x

2
2 åñòü ïîâåðõ-

íîñòü, âî âñåõ ñå÷åíèÿõ êîòîðîé âåðòèêàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíûìè îñè Ox1, ïîëó÷àåòñÿ îäíà è òà æå ïàðàáîëà. Ýòà ïîâåðõíîñòü
íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì (ðèñ.9.8).
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Ðèñ.9.8

x1

y

x2

¼

6

z

Îáðàçóþùàÿ öèëèíäðà ïàðàëëåëüíà îñè Ox1. Ëèíèè óðîâíÿ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû � ýòî ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ x2 = ±

√
c/λ2

(çíàê c ñîâïàäàåò ñî çíàêîì λ2).
3. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà R3:
Çàïèñûâàÿ ýòó ôîðìó ïî-ïðåæíåìó â ñîáñòâåííîì áàçèñå ìàòðèöû

A, ïîëó÷èì
y = 〈Ax, x〉 = λ1x

2
1 + λ2x

2
2 + λ3x

2
3.

Ãðàôèê ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, î÷åâèäíî, èçîáðàçèòü
íåâîçìîæíî, íà ÷òî óêàçûâàëîñü óæå ïðè ðàññìîòðåíèè ëèíåéíûõ
ôîðì. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ.

à) Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðå-
äåëåíà, òî çàäàâàÿ ïîëîæèòåëüíîå (îòðèöàòåëüíîå) åå çíà÷åíèå y = c,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + λ3x

2
3 = c, èëè x2

1

c/λ1
+

x2
2

c/λ2
+

x2
3

c/λ3
= 1.

Ðèñ.9.9

Ýòî óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìè
√

c/λ1,
√

c/λ2 è
√

c/λ3 (ðèñ.9.9).
Â ñå÷åíèÿõ ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì,
ïîëó÷àþòñÿ ýëëèïñû (ïðîâåðüòå ýòî!).
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Åñëè äâå èç òðåõ ïîëóîñåé ðàâíû ìåæäó ñîáîé (íàïðèìåð, λ1 = λ2),
òî ýëëèïñîèä ìîæåò áûòü ïîëó÷åí âðàùåíèåì ýëëèïñà λ1x

2
1 + λ3x

2
3 = c,

ëåæàùåãî â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè x1Ox3, âîêðóã îñè Ox1. Òàêîé
ýëëèïñîèä íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ. Åñëè æå âñå ïîëóîñè
ðàâíû, òî ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû � ñôåðû.

á) Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çíàêîïåðåìåííà, è ñðåäè åå ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë íåò íóëÿ, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 < 0.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ, íà êîòîðûõ ýòà êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà ïîëîæèòåëüíà. Óðàâíåíèå òàêîé ïîâåðõíîñòè èìååò âèä

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 − |λ3|x2

3 = c > 0, èëè x2
1

c/λ1
+

x2
1

c/λ2
− x2

3

c/|λ3| = 1.

Ýòî îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (ðèñ.9.10). Ïðîâåðüòå, ÷òî â ñå÷åíèÿõ
ãîðèçîíòàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ïîëó÷àþòñÿ ýëëèïñû (â ÷àñòíîì ñëó÷àå
� ïðè λ1 = λ2 � îêðóæíîñòè), à â ñå÷åíèÿõ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè
x1Ox3 è x2Ox3 � ãèïåðáîëû.

Ðèñ.9.10

Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ, íà êîòîðîé êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòðèöàòåëü-
íà, � äâóõïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä 62 (ðèñ.9.11) � èìååò óðàâíåíèå

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 − |λ3|x2

3 = c < 0, èëè x2
1

|c|/λ1
+

x2
2

|c|/λ2
− x2

3

c/λ3
= −1.

Èññëåäóéòå åå ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì.
62Ïî óòâåðæäåíèþ èíæåíåðà Ãàðèíà, èìåííî ýòà ïîâåðõíîñòü áûëà âçÿòà èì çà

îñíîâó ïðè ïîñòðîåíèè åãî ñìåðòîíîñíîãî îðóæèÿ, Íà ñàìîì æå äåëå îïòè÷åñêèì
ñâîéñòâîì, îïèñàííûì â ðîìàíå À.Í. Òîëñòîãî, îáëàäàåò ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ.
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Ðèñ.9.11
Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ðàâíà íóëþ,

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 − |λ3|x2

3 = 0.

Ýòî êîíóñ, ðàçäåëÿþùèé ñåìåéñòâà îäíîïîëîñòíûõ è äâóõïîëîñòíûõ ãè-
ïåðáîëîèäîâ (ðèñ.9.12). Ïðîâåðüòå, ÷òî â ñå÷åíèÿõ ãîðèçîíòàëüíûìè ïëî-
ñêîñòÿìè ïîëó÷àþòñÿ ýëëèïñû, à â ñå÷åíèÿõ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿ-
ìè x1Ox3 è x2Ox3 � ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Åñëè λ1 = λ2, òî
êîíóñ íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì êðóãîâûì êîíóñîì.

Ðèñ.9.12

Ïðåëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëó÷àé îäíîãî
ïîëîæèòåëüíîãî è äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íå äàåò
ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ, îòëè÷íûõ îò óæå ðàññìîòðåííûõ.

â) Ïóñòü òåïåðü îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî (íàïðèìåð, λ3) ðàâíî íóëþ.
Òîãäà îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àè λ1 · λ2 > 0 è λ1 · λ2 < 0.

Åñëè λ1, λ2 (à òàêæå c) ïîëîæèòåëüíû, òî óðàâíåíèå
λ1x

2
1 + λ2x

2
2 = c
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îïðåäåëÿåò ýëëèïòè÷åñêèé (ïðè λ1 = λ2 � êðóãîâîé) öèëèíäð ñ îáðàçó-
þùåé, ïàðàëëåëüíîé îñè Ox3 (ðèñ.9.13). Òàêîé æå öèëèíäð ïîëó÷àåòñÿ,
åñëè λ1, λ2 è c îòðèöàòåëüíû.

Åñëè λ1 > 0, λ2 < 0, òî óðàâíåíèå

λ1x
2
1 − |λ2|x2

2 = c

îïðåäåëÿåò ïðè c 6= 0 ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð ñ îáðàçóþùåé, ïà-
ðàëëåëüíîé îñè OX3 (ðèñ.9.14), à ïðè c = 0 � ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïëîñêîñòåé√

λ1x1 ±
√
|λ3|x3 = 0.

Ðèñ.9.13

x3
6

Ðèñ.9.14

x3
6

ã) Åñëè, íàêîíåö, ðàâíû íóëþ äâà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà èç òðåõ, òî
óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èìååò âèä

λ1x
2
1 = c (λ1 · c ≥ 0).

Ýòî óðàâíåíèå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé x1 = ±
√

c
λ1

(ïðè c = 0 �
îäíîé ïëîñêîñòè).
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Ãëàâà 10. ËÈÍÅÉÍÛÉ ÌÅÒÎÄ
ÍÀÈÌÅÍÜØÈÕ ÊÂÀÄÐÀÒÎÂ

10.1. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà
è ñèíãóëÿðíûå áàçèñû ìàòðèöû

Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n. Êàê èçâåñòíî, îíà ïîðîæäàåò
ëèíåéíûé îïåðàòîð x → Ax, äåéñòâóþùèé èç Cn â Cm.

Îïåðàòîð y → A∗y, ïîðîæäàåìûé ñîïðÿæåííîé ê A ìàòðèöåé A∗,
äåéñòâóåò èç Cm â Cn.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöû Ãðàìà

P = GA = A∗A è Q = GA∗ = (A∗)∗A∗ = AA∗.

Êàê èçâåñòíî, îíè ýðìèòîâû è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíû. Èõ ïîðÿäêè
ðàâíû n è m ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü λ1, . . . , λn ≥ 0 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû P , v(1), . . . , v(n)

� ñîîòâåòñòâóþùèå èì îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû â
ïðîñòðàíñòâå Cn. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà îáðàçîâ ýòèõ âåêòîðîâ â Cm.

Òåîðåìà. 1. Âåêòîðû Av(i) è Av(j) îðòîãîíàëüíû ïðè i 6= j.
2. Åñëè λi = 0, òî Av(i) = θm.
3. Åñëè λi > 0, òî λi ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû

Q, à Av(i) � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð ýòîé ìàòðèöû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì h(i) = Av(i). Òîãäà

〈h(i), h(j)〉 = 〈Av(i), Av(j)〉 = 〈A∗Av(i), v(j)〉 =

= 〈Pv(i), v(j)〉 = λi〈v(i), v(j)〉. (10.1.1)

Ïîëàãàÿ â (10.1.1) i 6= j, ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1. Ïîëà-
ãàÿ òàì æå i = j, ïîëó÷èì

‖h(i)‖2 = λi‖v(i)‖2 = λi.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè λi = 0 ‖h(i)‖2 = 0, ò.å. h(i) = θm. Äîêàçàíî óòâåð-
æäåíèå 2. Äàëåå,

Qh(i) = (AA∗)(Av(i)) = A(A∗A)v(i) = A(Pv(i)) =

= A(λiv
(i)) = λi(Av(i)) = λih

(i). (10.1.2)

Èç (10.1.2) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 3 (ïðè λi 6= 0 h(i) 6= θm). ¥
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Ïîìåíÿâ ìåñòàìè ìàòðèöû P è Q è ïîâòîðèâ äîêàçàòåëüñòâî, ïîëó÷èì
Ñëåäñòâèå. Íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö P è Q ïîïàðíî

ñîâïàäàþò.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r � îáùåå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòèõ ìàòðèö (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Òîãäà êðàòíîñòè
íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ó ìàòðèö P è Q áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
n − r è m − r. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàçíûõ ïîðÿäêàõ ìàòðèö ó "ìåíüøåé"
ìîæåò âîîáùå íå áûòü íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Óïîðÿäî÷èì òåïåðü ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïî
óáûâàíèþ:

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λr > 0.

Ââåäåì âåêòîðû u(j), j = 1, . . . , m, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ïðè j ≤ r u(j) = 1√

λj

h(j) (â ñèëó (10.1.3) ‖u(j)‖ = 1);

Ïðè r < j ≤ m u(j) � îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû
ìàòðèöû Q, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó.

Èç ôîðìóëû (10.1.1) âèäíî, ÷òî âåêòîðû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàí-
íûé ñîáñòâåííûé áàçèñ ìàòðèöû Q. Äàëåå, ïî ïîñòðîåíèþ

Av(j) = h(j) =
√

λju
(j) (j ≤ r);

Av(j) = θm (r < j ≤ n).
(10.1.4)

Àíàëîãè÷íî,

A∗u(j) = 1√
λj

(A∗A)v(j) =
√

λjv
(j) (j ≤ r);

A∗u(j) = θn (r < j ≤ m).
(10.1.5)

Ââåäåì òåïåðü âàæíîå íîâîå ïîíÿòèå.
Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíûå êîðíè èç îáùèõ íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ

÷èñåë ìàòðèö P = A∗A è Q = AA∗ (σj =
√

λj, j = 1, . . . , r) íàçûâà-
þòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A. Îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû,
ñîñòîÿùèå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû P (â ïðîñòðàíñòâå Cn) è
èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Q (â ïðîñòðàíñòâå Cm) íàçûâàþòñÿ
ñèíãóëÿðíûìè áàçèñàìè ìàòðèöû A (ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûì è ëåâûì).

Ñâåäåì âåêòîðû ñèíãóëÿðíûõ áàçèñîâ â óíèòàðíûå ìàòðèöû

U = [u(1), . . . , u(m)] è V = [v(1), . . . , v(n)].
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Òåîðåìà. (m× n)-ìàòðèöà Σ = U ∗AV èìååò ñòðóêòóðó

Σ = U ∗AV =




Σr
... Or×(n−r)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O(m−r)×r
... O(m−r)×(n−r)


 , (10.1.6)

ãäå Σr = diag[σ1, . . . , σr], à O � íóëåâûå ìàòðèöû, ðàçìåðû êîòîðûõ
îáîçíà÷åíû â âèäå èíäåêñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (10.1.4) èìååì

AV = A · [v(1), . . . , v(r), v(r+1), . . . , v(m)] =

= [Av(1), . . . , Av(r), Av(r+1), . . . , Av(m)] =

= [σ1u
(1), . . . , σru

(r), θm, . . . , θm︸ ︷︷ ︸
(n−r)

].

Ïîýòîìó
U ∗AV = U ∗ · [σ1u

(1), . . . , σru
(r), θm, . . . , θm︸ ︷︷ ︸

(n−r)

] =

= [u(1), . . . , u(r), u(r+1), . . . , u(m)]∗ · [σ1u
(1), . . . , σru

(r), θm, . . . , θm︸ ︷︷ ︸
(n−r)

] = Σ. ¥

Ðàâåíñòâî U∗AV = Σ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå A = UΣV ∗. Òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ åå ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû íå-
ñêîëüêî íàïîìèíàåò ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ýðìèòîâîé ìàòðèöû. Îä-
íàêî â îáùåì ñëó÷àå ïðàâûé è ëåâûé ñèíãóëÿðíûå áàçèñû íå ñîâïà-
äàþò. Äàæå åñëè ìàòðèöà ýðìèòîâà, ìîæíî óòâåðæäàòü ëèøü, ÷òî
åå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ðàâíû ìîäóëÿì íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.
Òîëüêî äëÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö ñèíãó-
ëÿðíûå ÷èñëà ñîâïàäàþò ñ íåíóëåâûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, ïðàâûé
è ëåâûé ñèíãóëÿðíûå áàçèñû îäèíàêîâû è ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûì
áàçèñîì ìàòðèöû.

Ïðèìåð.

A =




1 1
1 1
1 −1


 , A∗ =

[
1 1 1
1 1 −1

]
, A∗A =

[
3 1
1 3

]
, AA∗ =




2 2 0
2 2 0
0 0 1


 ;

det(A∗A− λI) = λ2 − 6λ + 8; λ1(A
∗A) = 4, λ2(A

∗A) = 2.
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Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû A: σ1 =
√

λ1 = 2, σ2 =
√

λ2 =
√

2.
Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A∗A:

(A∗A− 4I)x = θ ⇐⇒ x = α[1 1]T , α 6= 0; v(1) =
1√
2
[1 1]T ;

(A∗A− 2I)x = θ ⇐⇒ x = β[1 − 1]T , β 6= 0; v(2) =
1√
2
[1 − 1]T .

Äâà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ìàòðèöû AA∗ ñîâïàäàþò ñ íåíóëåâûìè ñîá-
ñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A∗A, à òðåòüå îáÿçàíî áûòü íóëåì. Èòàê,
λ1(AA∗) = 4, λ2(AA∗) = 2, λ3(AA∗) = 0.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû AA∗, ñîîòâåòñòâóþùèå åå íåíóëåâûì
ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, íàéäåì ïî ôîðìóëå (10.1.4):

u(1) =
1

σ1
Av(1) =

1√
2
[1 1 0]T , v(2) =

1

σ2
Av(2) =

1√
2
[0 0 1]T .

Òðåòèé ñîáñòâåííûé âåêòîð íàéäåì èç ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû è óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:

AA∗x = θ ⇐⇒ x = α[1 − 1 0]T , α 6= 0; u(3) =
1√
2
[1 − 1 0]T .

Ñâåäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû â ìàòðèöû

V =




1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2


, U =




1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0


.

Âûïèøåì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå A = UΣV ∗:
[

1 1
1 1
1 −1

]
=




1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0


 ·

[
2 0

0
√

2
0 0

]
·



1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2


.

10.2. Ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

Ax = b (10.2.1)

ñ ìàòðèöåé A ðàçìåðà m × n, ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ b ∈ Cm è
ïåðåìåííûì âåêòîðîì x ∈ Cn.
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Íàçîâåì âåêòîðîì íåâÿçîê ñèñòåìû (10.2.1) âåêòîð

d(x) = b− Ax.

Òîãäà, î÷åâèäíî, ðåøåíèåì ñèñòåìû (10.2.1) áóäåò òàêîé âåêòîð
x(0) ∈ Cn, ÷òî d(x(0)) = θm.

Ïðè ðåøåíèè ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ
ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåñîâìåñòíà, õîòÿ
ïî "ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó" ðåøåíèå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü. Îáúÿñíÿåòñÿ
ýòî, êàê ïðàâèëî, òåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûå ÷ëåíû ñèñòåìû,
ïîëó÷åííûå èç ýêñïåðèìåíòà, ñîäåðæàò ïîãðåøíîñòè.

Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ðàçóìíî âûáèðàòü ïåðåìåííûé âåêòîð â ñèñòåìå
(10.2.1) òàê, ÷òîáû íîðìà íåâÿçêè, êîòîðóþ ìû íå ìîæåì ñäåëàòü ðàâíîé
íóëþ, îêàçàëàñü áû ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (10.2.1) íàçûâàåòñÿ òàêîé âåêòîð x̃ ∈ Cn, ÷òî ‖d(x̃)‖ ≤ ‖d(x)‖
äëÿ âñåõ x ∈ Cn, ò.å. âåêòîð, ìèíèìèçèðóþùèé åâêëèäîâó íîðìó íåâÿçêè.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ëþáîå åå ðåøåíèå x(0)

ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì, ïîñêîëüêó 0 = ‖d(x(0))‖ ≤ ‖d(x)‖ äëÿ âñåõ
x ∈ Cn.

Òåîðåìà. Âñÿêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò
ïñåâäîðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = UΣV ∗ � ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå
ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (íàïîìíèì, ÷òî U è V � óíèòàðíûå
ìàòðèöû ñèíãóëÿðíûõ áàçèñîâ � èìåþò ïîðÿäêè m è n ñîîòâåòñòâåííî,
à (m× n)-ìàòðèöà Σ èìååò âèä (10.1.6)).

Ðàçëîæèì âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ b ïî ñèíãóëÿðíîìó áàçèñó â Cm:

b = c1u
(1) + . . . + cmu(m), èëè b = Uc. (10.2.2)

Âåêòîð-ïñåâäîðåøåíèå x̃ áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî
ñèíãóëÿðíîìó áàçèñó â Cn:

x̃ = α1v
(1) + . . . + αnv

(n), èëè x̃ = V α, (10.2.3)

ãäå α � íîâûé èñêîìûé âåêòîð.
Ïîäñòàâèâ (10.2.2) è (10.2.3) â óðàâíåíèå (10.2.1), ïîëó÷èì

AV α = Uc.

317



Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå íà U ∗ = U−1 ñëåâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî U∗AV = Σ,
èìååì

Σα = c. (10.2.4)

Ïîêàæåì, ÷òî íîðìû íåâÿçîê ñèñòåì (10.2.1) è (10.2.4) ðàâíû, ò.å.
çàäà÷à ñâåëàñü ê îòûñêàíèþ ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû (10.2.4). Äåéñòâè-
òåëüíî, èç (10.2.3) èìååì α = V ∗x̃ è, ñëåäîâàòåëüíî,

b− Ax̃ = Uc− UΣV ∗x̃ = U · (c− Σα).

Óìíîæåíèå íà óíèòàðíóþ ìàòðèöó ñîõðàíÿåò íîðìó âåêòîðà. Ïîýòîìó

‖b− Ax̃‖ = ‖U · (c− Σα)‖ = ‖c− Σα‖.

Íî

Σα = [σ1α1, . . . , σrαr, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(m−r)

]T ,

è êâàäðàò íîðìû íåâÿçêè äëÿ ñèñòåìû (10.2.4) ðàâåí

‖c−Σα‖2 = |c1−σ1α1|2 + . . .+ |cr−σrαr|2 + |cr+1|2 + . . .+ |cm|2. (10.2.5)

Èç (10.2.5) âèäíî, ÷òî ìèíèìóì íîðìû íåâÿçêè äîñòèãàåòñÿ ïðè

αj =
cj

σj
, j = 1, . . . , r, (10.2.6)

è ðàâåí
(|cr+1|2 + . . . + |cm|2

)1/2. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¥
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.
1. r = n. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (10.2.6) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò

âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà α. Ïî ôîðìóëå (10.2.3) ïîëó÷àåì x̃ = V α �
åäèíñòâåííîå ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû (10.2.1).

2. r < n. Â ýòîì ñëó÷àå èç (10.2.6) îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ïåðâûå r

êîìïîíåíò âåêòîðà α. Îäíàêî ôîðìóëà (10.2.5) ïîêàçûâàåò, ÷òî îñòàâøè-
åñÿ êîìïîíåíòû íå âëèÿþò íà âåëè÷èíó íåâÿçêè è ìîãóò áûòü âûáðàíû
ïðîèçâîëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå ïñåâäîðåøåíèå íå åäèíñòâåííî. Îáû÷íî
ïîëàãàþò

αr+1 = . . . = αn = 0. (10.2.7)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïñåâäîðåøåíèå x̃ = V α íàçûâàþò íîðìàëüíûì ïñåâäî-
ðåøåíèåì ñèñòåìû (10.2.1).
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Î÷åâèäíî, âñÿêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå
íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå. Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïñåâäîðåøåíèé îíî
âûäåëÿåòñÿ íàèìåíüøåé íîðìîé.

3. r = m. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå ïñåâäîðåøåíèå îáåñïå÷èâàåò íóëåâóþ
íîðìó íåâÿçêè, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (10.2.1).

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Íå ñëåäóåò ïóòàòü ïîíÿòèÿ "ïñåâäîðå-
øåíèå" è "ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå" ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Î ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî â ñëó÷àå
ñîâìåñòíîé ñèñòåìû (âåêòîð ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â êàêîì-òî ñìûñëå
áëèçîê ê ñóùåñòâóþùåìó "òî÷íîìó" ðåøåíèþ). Íî â ýòîì ñëó÷àå ïñåâäî-
ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì.

Â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ ïñåâäîðåøåíèå ñóùåñòâóåò è ó íåñîâìåñòíîé
ñèñòåìû, êîãäà ãîâîðèòü î ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè áåñìûñëåííî, òàê êàê
ðåøåíèå îòñóòñòâóåò è ïðèáëèæàòüñÿ íå ê ÷åìó!

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ÷àñòî íàçûâàþò ðåøåíèåì â ñìûñëå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
à ìåòîä îòûñêàíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ � ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Ýòî èñòîðè÷åñêîå íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìèíèìèçèðóåòñÿ
êâàäðàò åâêëèäîâîé íîðìû íåâÿçêè, êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê ñóììå
êâàäðàòîâ ìîäóëåé íåâÿçîê âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû.

Ïî÷åìó èç âñåâîçìîæíûõ ìåð áëèçîñòè âûáðàíà èìåííî åâêëèäîâà
íîðìà? Ïîòîìó, ÷òî òàêîé âûáîð ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó àëãîðèòìó
ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ. Íèêàêèõ "áîëåå ãëóáîêèõ" îáîñíîâàíèé ó
ýòîãî ìåòîäà íåò. Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà ïîëüçóþòñÿ è äðóãèìè íîðìàìè.

Çàìå÷àíèå. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ âåñüìà
ïðîñòà: ýòî òàêîé âåêòîð x̃ ∈ Cn, êîòîðûé ïðè óìíîæåíèè íà ìàòðèöó
êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû ïåðåõîäèò â âåêòîð ïðîñòðàíñòâà Cm, "áëèæàé-
øèé" ê âåêòîðó-ñâîáîäíîìó ÷ëåíó. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòî-
ðàìè îïðåäåëÿåòñÿ ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà.

Ïðèìåð. Íàéäåì íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé 




x1 + x2 = 1
x1 + x2 = 2
x1 − x2 = 3

,

èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå,
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1 1
1 1
1 −1


 ·

[
x1

x2

]
=




1
2
3


 .

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû
áûëî ïîëó÷åíî â ï.10.1. Èñïîëüçóÿ åãî, ïåðåïèøåì ñèñòåìó:




1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0


 ·

[
2 0

0
√

2
0 0

]
·



1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2


 ·

[
x1

x2

]
=

[
1
2
3

]
.

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà íà U∗ = U−1, ïîëó÷èì
[

2 0

0
√

2
0 0

]
·



1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2


 ·

[
x1

x2

]
=




3√
2

3

− 1√
2


,

èëè
2α1 =

3√
2

;
√

2α2 = 3 ; 0 = − 1√
2
.

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èìååì
[
α1

α2

]
=




1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2


 ·

[
x1

x2

]
=




3
2
√

2
3√
2


 .

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà V = (V ∗)−1, ïîëó÷èì íîðìàëüíîå
ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû x̃ = [9/4 − 3/4]T .

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî ïðèìåðà.

y3

y1»»»»»»»»»»»»»»

»»»»»»»»»»»»»»

y2

y1 = y2

#
#

#b

b

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡¡µ

−→
Ax̃

−→
d

−→
b

³³³³³³³³³³³³³³³³³³1

@
@

@
@

@
@R

Ðèñ.10.1
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Ïóñòü y = [y1, y2, y3]
T � îáðàç âåêòîðà x = [x1, x2]

T ïðè îòîáðàæåíèè
y = Ax. Òîãäà y1 = x1 + x2 = y2, ò.å. ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîãî îòî-
áðàæåíèÿ åñòü ïëîñêîñòü y1 = y2 â R3 (ðèñ.10.1). Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
(1, 2, 3) â ýòîé ïëîñêîñòè íå ëåæèò, ò.å. ñèñòåìà óðàâíåíèé íå èìååò
ðåøåíèÿ. Áëèæàéøàÿ ê ýòîé òî÷êå òî÷êà ïëîñêîñòè y1 = y2 åñòü îáðàç
ïñåâäîðåøåíèÿ (ñì. Çàìå÷àíèå):

Ax̃ =




1 1
1 1
1 −1


 ·

[
9/4
−3/4

]
=




3/2
3/2
3


 .

Âåêòîð íåâÿçêè d(x̃) = [−1
2 , 1

2 , 0]T , à åãî íîðìà ‖d(x̃)‖ = 1√
2
.

10.3. Ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà.
Íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå áûëî ïîñòðîåíî ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû
(10.2.1). Çàïèøåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ â ìàòðè÷íîé
ôîðìå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì (n×m)-ìàòðèöó ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû

Σ+ =




Σ+
r

... Or×(m−r)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O(n−r)×r
... O(n−r)×(m−r)


 ,

ãäå Σ+
r = diag

[
1
σ1

, . . . , 1
σr

]
, à O � íóëåâûå ìàòðèöû, ðàçìåðû êîòîðûõ

îáîçíà÷åíû â âèäå èíäåêñîâ.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôîðìóëû (10.2.6) è (10.2.7) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå α = Σ+c (ïðîâåðüòå ýòî!). Òîãäà íîðìàëüíîå ïñåâäî-
ðåøåíèå ñèñòåìû (10.2.1) çàïèøåòñÿ â âèäå

x̃ = V α = V Σ+c = V Σ+U∗b.

Åñëè ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû A êâàäðàòíàÿ è îáðàòèìàÿ,
òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ, êàê èçâåñòíî, óìíîæåíèåì ñâîáîä-
íîãî ÷ëåíà ñëåâà íà îáðàòíóþ ìàòðèöó: x = A−1b.

Íàçîâåì ìàòðèöó A+ = V Σ+U ∗ ïñåâäîîáðàòíîé. Òîãäà íîðìàëüíîå
ïñåâäîðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ñëåâà íà ïñå-
âäîîáðàòíóþ ìàòðèöó:

x̃ = A+b. (10.3.1)
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Çàìå÷àíèå. Åñëè r = m = n, òî ìàòðèöà Σ, î÷åâèäíî, îáðàòèìà, è
Σ+ = Σ−1. Ïîýòîìó

A+ = V Σ+U ∗ = V Σ−1U−1 =
(
UΣV −1)−1

= (UΣV ∗)−1 = A−1,

ò.å. åñëè ìàòðèöà îáðàòèìà, òî åå ïñåâäîîáðàòíàÿ ñîâïàäàåò ñ åå îáðàò-
íîé. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì (ñì. ï.10.2), ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïñå-
âäîðåøåíèå åäèíñòâåííî (r = n) è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (r = m).

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ôîðìóëà (10.3.1) åñòü íå áîëåå, ÷åì
óäîáíàÿ ôîðìà çàïèñè ðåçóëüòàòà. Òàê æå êàê äëÿ íàõîæäåíèÿ ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû íåçà÷åì âû÷èñëÿòü îáðàòíóþ ìàòðèöó, äëÿ íàõîæäåíèÿ
íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ íåò ñìûñëà âû÷èñëÿòü ïñåâäîîáðàòíóþ
ìàòðèöó, à ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè ï.10.2.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî A∗AA+ = A∗. Äåéñòâèòåëüíî,

Σ · Σ+ =




Σr
... Or×(n−r)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O(m−r)×r
... O(m−r)×(n−r)


 ·




Σ+
r

... Or×(m−r)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O(n−r)×r
... O(n−r)×(m−r)


 =

=




Ir
... Or×(m−r)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O(m−r)×r
... O(m−r)×(m−r)


 ;

Σ∗·Σ·Σ+ =




Σr
... Or×(n−r)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O(m−r)×r
... O(m−r)×(n−r)


·




Ir
... Or×(m−r)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O(m−r)×r
... O(m−r)×(m−r)


= Σ∗.

Ïîýòîìó
A∗AA+ = (UΣV ∗)∗ · (UΣV ∗) · (V Σ+U∗) =

= V Σ∗(U ∗U)Σ(V ∗V )Σ+U ∗ = V · (Σ∗ΣΣ+) · U ∗ = V Σ∗U ∗ = A∗. ¥
Óìíîæèâ òåïåðü îáå ÷àñòè (10.3.1) ñëåâà íà A∗A, ïîëó÷èì

A∗Ax̃ = (A∗AA+)b = A∗b.

Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû (10.2.1) áóäåò
ðåøåíèåì ñèñòåìû

(A∗A)x = A∗b, (10.3.2)

ïîëó÷àþùåéñÿ èç (10.2.1) óìíîæåíèåì îáåèõ ÷àñòåé ñëåâà íà ìàòðèöó
A∗. Óðàâíåíèÿ (10.2.3) íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ìåòîäà
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Âîçíèêàåò âîïðîñ: äëÿ ÷åãî æå áûëî
ìó÷èòüñÿ ñòîëüêî âðåìåíè, ââîäèòü íîâûå ïîíÿòèÿ "ñèíãóëÿðíîå ðàçëî-
æåíèå" è "ïñåâäîðåøåíèå"? Íå ïðîùå ëè ïîñòðîèòü ñèñòåìó íîðìàëüíûõ
óðàâíåíèé è ðåøèòü åå?

Îêàçûâàåòñÿ, âñå íå òàê ïðîñòî.
Âî-ïåðâûõ, íèêòî íå ãàðàíòèðóåò íàì íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû

GA = A∗A (êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà, êàê èçâåñòíî, ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A). Åñëè ìàòðèöà Ãðàìà îêàæåòñÿ âûðîæäåííîé, òî
íàì âñå ðàâíî ïðèäåòñÿ èñêàòü ïñåâäîðåøåíèå, íî óæå ñèñòåìû (10.3.2)!

Âî-âòîðûõ, åñëè äàæå ìàòðèöà ñèñòåìû (10.3.2) íå âûðîæäåíà, òî
ïðè ïåðåõîäå ê íîðìàëüíûì óðàâíåíèÿì ðåçêî âîçðàñòàþò âû÷èñëèòåëü-
íûå òðóäíîñòè (ñì. ãëàâó 13).

Ïîýòîìó ìû íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì íå ïîëüçîâàòüñÿ íîðìàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè (òåì áîëåå, ÷òî ÷èñëåííî óñòîé÷èâûå àëãîðèòìû ñèí-
ãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ ðåàëè-
çîâàíû è â ñðåäàõ êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ, è â áèáëèîòåêàõ Ôîðòðàíà).

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì îäèí ñëó÷àé, êîãäà âñå-òàêè ìîæíî ïåðåõî-
äèòü ê íîðìàëüíûì óðàâíåíèÿì. Åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû ïîïàðíî îðòî-
ãîíàëüíû, òî ìàòðèöà Ãðàìà îêàæåòñÿ äèàãîíàëüíîé, è ðåøåíèå ñèñòåìû
(10.3.2) � íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû (10.2.1) � âûïèñûâàåòñÿ â
ÿâíîì âèäå:

x̃k =
(A∗b)k

‖a(k)‖2 =
〈b, a(k)〉
‖a(k)‖2 , k = 1, . . . , n. (10.3.3)
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Ãëàâà 11. ÑÃËÀÆÈÂÀÍÈÅ
ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ

ÌÅÒÎÄÎÌ ÍÀÈÌÅÍÜØÈÕ ÊÂÀÄÐÀÒÎÂ
11.1. Îäíà ñîäåðæàòåëüíàÿ çàäà÷à

Îïèñàíèå ïðîáëåìû, êîòîðîé ïîñâÿùåíà ýòà ãëàâà, ìû íà÷íåì ñ
ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà � èçìåðåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ðåçèñòîðà ìåòîäîì
àìïåðìåòðà è âîëüòìåòðà. Ìåòîä ýòîò, êàê èçâåñòíî, ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îäíîâðåìåííî èçìåðÿþòñÿ: òîê J , òåêóùèé ÷åðåç ðåçèñòîð, è U � ïàäåíèå
íàïðÿæåíèÿ íà íåì (ðèñ.11.1).

½¼

¾»

½¼

¾»

V

A

Ðèñ.11.1

Åñëè ïðåíåáðå÷ü òîêîì, òåêóùèì ÷åðåç âîëüòìåòð, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàêîíîì Îìà, èñêîìîå ñîïðîòèâëåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå R = U

/
J .

Äåëî, îäíàêî, îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî, ïîâòîðÿÿ èçìåðåíèÿ, ïîëó÷àþò
êàæäûé ðàç íîâîå çíà÷åíèå ñîïðîòèâëåíèÿ. Âîçìîæíû äâà ðàçëè÷íûõ
òîëêîâàíèÿ ýòîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ôàêòà.

1. Ñîïðîòèâëåíèå ðåçèñòîðà íå ïîñòîÿííî, à èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì.
2. Ñîïðîòèâëåíèå ïîñòîÿííî, íî äàííûå èçìåðåíèé ñîäåðæàò îøèáêè

(ïîãðåøíîñòè ïðèáîðîâ, ñóáúåêòèâíûå îøèáêè íàáëþäàòåëÿ è ïð.)

Ñëåäóåò ÿñíî ïîíèìàòü, ÷òî
áåç âûáîðà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýêñïåðèìåíòà

åãî ðåçóëüòàòû îáðàáàòûâàòü íåëüçÿ.

Â íàøåé çàäà÷å ìû ïîñòóëèðóåì íåèçìåííîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ ðå-
çèñòîðà âî âðåìåíè (âûÿñíåíèå ïðàâîìåðíîñòè òàêîãî ïîñòóëàòà âûõîäèò,
åñòåñòâåííî, çà ðàìêè êóðñà ìàòåìàòèêè) è âçâàëèâàåì îòâåòñòâåííîñòü
çà åãî íàáëþäàþùèåñÿ èçìåíåíèÿ íà ïîãðåøíîñòè. Òîãäà, ïðîâåäÿ ñåðèþ
èç n èçìåðåíèé, ìû ìîæåì çàïèñàòü èõ ðåçóëüòàòû â âèäå
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J1R = U1

. . . . . . . . . . .

JnR = Un

,

ò.å. â âèäå ñèñòåìû èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ îäíîé ïåðåìåííîé � èñ-
êîìûì ñîïðîòèâëåíèåì. Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà, î÷åâèäíî, íåñîâìåñòíà,
áóäåì èñêàòü åå ïñåâäîðåøåíèå. Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó çàäà÷è, ïðîäåëàåì
âñå îïåðàöèè ïîäðîáíî, ÷òîáû åùå ðàç ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ìåòîäèêó.

Çàïèøåì ñèñòåìó â âèäå
JR = U, (11.1.1)

ãäå J = [J1, . . . , Jn]
T , U = [U1, . . . , Un]

T .
Ìàòðèöà J∗J = [J2

1 + . . . + J2
n] èìååò ðàçìåð 1× 1, à ìàòðèöà

JJ∗ =




J2
1 J1J2 . . . J1Jn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

JnJ1 JnJ2 . . . J2
n




� ðàçìåð n× n.
Òàê êàê J∗J èìååò ðàçìåð 1 × 1, ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî îêàçûâàåòñÿ

åäèíñòâåííûì � ýòî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

det(J∗J − σ2I1) = 0, èëè
n∑

k=1

J2
k − σ2 = 0, ò.å. σ =

( n∑

k=1

J2
k

)1/2

.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñèíãóëÿðíûå áàçèñû íàõîäÿòñÿ òàê: ïðàâûé (ñîñòî-
ÿùèé èç îäíîãî âåêòîðà) � ïóòåì ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé "ñèñòåìû"

(J∗J − σ2I1)v
(1) = θ1, èëè θ1 · v(1) = θ1, ò.å. v(1) = [1]

(íàïîìíèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûé âåêòîð áåðåòñÿ íîðìèðîâàííûì). Ïî èç-
âåñòíîìó èç ï.10.1 ïðàâèëó íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèé ñèíãóëÿðíûé âåê-
òîð w(1) = 1

σJv(1) = 1
σJ è äîïîëíÿåì åãî äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû J èìååò âèä J = WΣV ∗,
ãäå V ∗ = V = [1], W = [w(1), . . . , wn)] � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à
Σ = [σ, 0 . . . , 0]T � ñòîëáåö âûñîòû n.

Ìàòðèöà Σ+ = [1/σ, 0, . . . , 0] � ñòðîêà øèðèíû n. Ïîýòîìó

J+ = V Σ+W ∗ =
1

σ
w(1)∗ =

1

σ2J
∗.

Òåïåðü ìîæíî ïî ôîðìóëå (10.3.1) íàéòè ïñåâäîðåøåíèå:

R̃ = J+U =
1

σ2J
∗U =

1

σ2 (J1U1 + · · ·+ JnUn) =
J1U1 + · · ·+ JnUn

J2
1 + . . . + J2

n

.
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Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü çàìåòèò, ÷òî ïðîùå áûëî áû â óðàâíåíèè (11.1.1)
óìíîæèòü îáå ÷àñòè ñëåâà íà J∗ (ïåðåéòè ê íîðìàëüíûì óðàâíåíèÿì):

(J∗J)R̃ = J∗U =⇒ R̃ =
J∗U
J∗J

=
J1U1 + · · ·+ JnUn

J2
1 + . . . + J2

n

.

Íî ìû, ïîâòîðÿåì, õîòåëè åùå ðàç ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ìåòîäèêó ïî-
ñòðîåíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû
ñèñòåìû.

Ïîëó÷åííîå ÷èñëî R̃ ìîæíî èñòîëêîâàòü êàê çíà÷åíèå ñîïðîòèâëå-
íèÿ ðåçèñòîðà, "íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîãëàñóþùååñÿ" ñðàçó ñî âñåìè ðå-
çóëüòàòàìè èçìåðåíèÿ (ïðè ýòîì ñòåïåíü ñîãëàñîâàííîñòè ïîíèìàåòñÿ
òàê, êàê áûëî ñêàçàíî â çàìå÷àíèè ï.10.2). Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî òàêèì
îáðàçîì ìû èçáàâèëèñü îò "ñëó÷àéíûõ" ïîãðåøíîñòåé â ðåçóëüòàòàõ èç-
ìåðåíèé � ñãëàäèëè ýòè ðåçóëüòàòû.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ïðèâåäåííûå
âûøå ðàññóæäåíèÿ èìåþò ñìûñë òîëüêî â ðàìêàõ ïðèíÿòîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè � ñîïðîòèâëåíèå ðåçèñòîðà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííûì
âî âðåìåíè. Åñëè æå íàøà ìîäåëü íå âåðíà, è ñîïðîòèâëåíèå íà ñàìîì
äåëå èçìåíÿëîñü âî âðåìÿ èçìåðåíèé, òî òàêîå "ñãëàæèâàíèå" ïðåâðà-
ùàåòñÿ â èñêàæåíèå ðåàëüíî íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ.

11.2. Ïîëèíîìèàëüíîå ñãëàæèâàíèå
Ðàññìîòðèì (ñ ìåíüøåé êîíêðåòèçàöèåé ñîäåðæàòåëüíîé ïîñòàíîâ-

êè) åùå îäíó ðàñïðîñòðàíåííóþ ïðèêëàäíóþ çàäà÷ó.
Èíôîðìàöèîííî-èçìåðèòåëüíàÿ ñèñòåìà (ÈÈÑ) ôèêñèðóåò â ðàâíî-

îòñòîÿùèå ìîìåíòû âðåìåíè t1, . . . , tn çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé èçìåðÿåìîé
âåëè÷èíû y1, . . . , yn.

Òðåáóåòñÿ (êàê îáû÷íî ãîâîðÿò ïðèêëàäíèêè) "ïîäîáðàòü êàêóþ-
íèáóäü ïðîñòóþ è óäîáíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ õîðîøî îïèñûâàëà áû ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû".

Ïîïûòàåìñÿ ïðèäàòü òî÷íûé ñìûñë ýòîé òóìàííîé ôðàçå.
Ïî-âèäèìîìó ñëîâà "õîðîøî îïèñûâàåò" ìîæíî ïîíèìàòü òîëüêî â

îäíîì ñìûñëå: ïîñêîëüêó ÈÈÑ íèêàêèõ ñâåäåíèé îá èçìåðÿåìîé âåëè-
÷èíå, êðîìå ïàð ÷èñåë (ti, yi), i = 1, . . . , n, íå èìååò, ïîäîáðàííàÿ íàìè
(ìû áóäåì íàçûâàòü åå àïïðîêñèìèðóþùåé) ôóíêöèÿ â òî÷êàõ t1, . . . , tn
äîëæíà ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ y1, . . . , yn ñîîòâåòñòâåííî.

Âòîðîå òðåáîâàíèå � "ïðîñòîòà" ôóíêöèè � îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ óäîâ-
ëåòâîðåííûì, åñëè ïðåäëàãàåòñÿ ïîëèíîì íå î÷åíü áîëüøîé ñòåïåíè.
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Èòàê, ôîðìóëèðóåì ïåðâûé âàðèàíò ïîñòàíîâêè çàäà÷è: ïîñòðîèòü
ïîëèíîì ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ñòåïåíè, êîòîðûé â çàäàííûõ òî÷êàõ
t1, . . . , tn ïðèíèìàåò çàäàííûå çíà÷åíèÿ y1, . . . , yn.

Ýòî èçâåñòíàÿ çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè. Åå ðåøåíèåì
áóäåò (ñì. ï.5.6) ïîëèíîì ïîðÿäêà n (ñòåïåíü åãî, åñòåñòâåííî çàâèñèò îò
èíòåðïîëèðóåìîé òàáëèöû).

Îáû÷íî òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îòâåðãàåòñÿ ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-
ïåðâûõ, ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå èçìåðåíèé ñòåïåíü ïîëèíîìà îêàçûâà-
åòñÿ òàêæå áîëüøîé (îí ïåðåñòàåò áûòü "ïðîñòîé è óäîáíîé" ôóíêöèåé).

Âî-âòîðûõ, èçâåñòíî, ÷òî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé âñåãäà ñîäåðæàò
ïîãðåøíîñòè, è åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðîñò ñòåïåíè èíòåðïîëè-
ðóþùåãî ïîëèíîìà ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà èçìåðåíèé îáúÿñíÿåòñÿ
ñòðåìëåíèåì ýòîãî ïîëèíîìà õîðîøî îïèñûâàòü îøèáêè!

Ïîýòîìó ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ÷àùå ïðèìåíÿåòñÿ
äðóãàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è: çàðàíåå ôèêñèðóåòñÿ ïîðÿäîê ïîëèíîìà (âî-
ïðîñ î âûáîðå ýòîãî ïîðÿäêà ëåæèò âíå ðàìîê íàøåãî êóðñà � îí òðåáóåò
ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ ñîäåðæàòåëüíîé çàäà÷è). Òðåáîâàíèå ñîâïàäå-
íèÿ çíà÷åíèé ïîëèíîìà â óçëàõ ñî çíà÷åíèÿìè èçìåðåííîé âåëè÷èíû
çàìåíÿåòñÿ òðåáîâàíèåì "äîñòàòî÷íîé èõ áëèçîñòè" (âîïðîñ î äîñòàòî÷-
íîñòè äîñòèãàåìîé áëèçîñòè òàêæå òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ñîäåðæàòåëü-
íîé ïîñòàíîâêè). Òàêîé ïîëèíîì íàçûâàþò ñãëàæèâàþùèì.

Èòàê, ïóñòü m � íàçíà÷åííûé ïîðÿäîê ñãëàæèâàþùåãî ïîëèíîìà
(m ≤ n). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ åãî êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé




p(t1) ≡ p1 + p2t1 + · · ·+ pmtm−1
1 = y1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
p(tn) ≡ p1 + p2tn + · · ·+ pmtm−1

n = yn

,

èëè TP = y, ãäå

T =




1 t1 . . . tm−1
1

. . . . . . . . . . . . . . .

1 tn . . . tm−1
n




� ìàòðèöà ðàçìåðà n×m, P = [p1, . . . , pm]T � èñêîìûé ñòîëáåö êîýôôè-
öèåíòîâ ïîëèíîìà, y = [y1, . . . , yn]

T � ñòîëáåö ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé.
Ýòà ñèñòåìà, êàê ïðàâèëî, áûâàåò íåñîâìåñòíîé. Îäíàêî ïî ïîñòà-

íîâêå çàäà÷è ñîâìåñòíîñòü íàì íå îáÿçàòåëüíà. Ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ íå
ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé ïîëèíîìà â óçëàõ ñ ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé, à ëèøü
íàèâîçìîæíàÿ èõ áëèçîñòü, áóäåì èñêàòü ïñåâäîðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû.
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Îòìåòèì, ÷òî öåëåñîîáðàçíî ñòàíäàðòèçîâàòü çàäà÷ó, ââåäÿ âìåñòî
âðåìåíè t öåëî÷èñëåííóþ ïåðåìåííóþ (íîìåð èçìåðåíèÿ), ñâÿçàííóþ
ñ t ôîðìóëîé tk = t1 + (k − 1) · ∆t, k = 1, . . . , n (íàïîìíèì, ÷òî
ìîìåíòû âðåìåíè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîîòñòîÿùèìè; ∆t � øàã ïî âðåìåíè).
Òîãäà ñãëàæèâàþùèé ïîëèíîì ïðèìåò âèä

s(k) = s1 + s2k + · · ·+ smkm−1,

è ñòîëáåö åãî êîýôôèöèåíòîâ s áóäåò ïñåâäîðåøåíèåì ëèíåéíîé ñèñòåìû
T̃ S = y , ãäå

T̃ =




1 1 . . . 1
1 2 . . . 2m−1

. . . . . . . . . . . . . . .

1 n . . . nm−1




� òåïåðü óæå ñòàíäàðòíàÿ (ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ n è m) ìàòðè-
öà, äëÿ êîòîðîé çàðàíåå ìîæåò áûòü íàéäåíî ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå.

Ïîñòðîåííûé ñãëàæèâàþùèé ïîëèíîì ñëóæèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèé âåëè÷èíû y â òàáëè÷íûõ òî÷êàõ t1, . . . , tn. Åãî ïðèìåíåíèå
ïîçâîëÿåò õðàíèòü âìåñòî n ÷èñåë y1, . . . , yn âñåãî ëèøü m ÷èñåë
s1, . . . , sm � êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà. Ïðè áîëüøîé ðàçíèöå ìåæäó n
è m ýêîíîìèÿ ïàìÿòè ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííîé.

Êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè îöåíèâàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ïî-
ãðåøíîñòüþ (

1

n

n∑

k=1

(s(k)− yk)
2
)1/2

(ïî ïîñòðîåíèþ ñãëàæèâàþùèé ïîëèíîì ìèíèìèçèðóåò èìåííî ýòó ïî-
ãðåøíîñòü íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà m).

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. ×àñòî äåëàþòñÿ ïîïûòêè èñïîëüçîâàòü
ñãëàæèâàþùèé ïîëèíîì äëÿ ðàáîòû ñ íèì ìåæäó óçëàìè òàáëèöû. Íå
èìåÿ âîçìîæíîñòè çàïðåòèòü òàêîãî ðîäà îïåðàöèè, õîòèì çàðàíåå ñíÿòü
ñ ìàòåìàòèêè îòâåòñòâåííîñòü çà âîçìîæíîå "êà÷åñòâî" èõ ðåçóëüòàòîâ.

11.3. Ñãëàæèâàíèå ïîëèíîìàìè,
îðòîãîíàëüíûìè íà ñåòêå

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîñòðîåíèå ñãëàæèâàþùåãî ïîëèíîìà íà ðàâ-
íîìåðíîé ñåòêå ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

T̃ s = y. (11.3.1)
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Â ï.10.3 óêàçàíî, ÷òî íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ïåðåõîä îò ñèñòåìû
(11.3.1) ê ñèñòåìå íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé íåâûãîäåí, êàê óêàçàíî â òîì
æå ï.10.3. Âîò åñëè áû ñòîëáöû ìàòðèöû T̃ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû...

Íî âåäü ìû çíàåì, êàê èç ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî íàáîðà âåêòîðîâ
ñäåëàòü îðòîãîíàëüíûé: ñëåäóåò ïðèìåíèòü àëãîðèòì Ãðàìà�Øìèäòà!

Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà

E =




1 1 . . . 1
1 2 . . . 2n−1

. . . . . . . . . . . . . .
1 n . . . nn−1




íå âûðîæäåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî åå ñòîëáöîâ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìî. Ïîýòîìó ëèíåéíî íåçàâèñèìà è åãî ÷àñòü � ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ
ìàòðèöû T̃ . À ëþáîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ìîæíî ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ãðàìà�Øìèäòà ïðåîáðàçîâàòü â îðòîãîíàëüíîå.

Ïîëîæèì, ñîãëàñíî ï.7.7, F (1) = E(1) = [1, . . . , 1]T . Äàëåå, ïîëîæèì
F (2) = E(2) − α12F

(1), ãäå

α12 =
〈E(2), F (1)〉
〈F (1), F (1)〉 =

n + 1

2
,

è ò.ä.
Íà ÿçûêå ïîëèíîìîâ ýòîò ïðîöåññ âûãëÿäèò òàê.
Âåêòîð E(j) � ýòî çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà e(j)(t) = tj−1 íà ñòàíäàðòíîé

ñåòêå {1, . . . , n}. Ïîýòîìó F (j) � çíà÷åíèÿ íà òîé æå ñåòêå ïîëèíîìà
f (j)(t) = e(j)(t)− α1jf

(1)(t)− · · · − αj−1,jf
(j−1)(t).

Íàïðèìåð, f (1)(t) ≡ 1, f (2)(t) = t− n + 1
2 , è ò.ä.

Î÷åâèäíî, ÷òî f (j)(t) � ïîëèíîì ñòåïåíè j − 1 ñî ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì åäèíèöå. Óñëîâèå 〈F (i), F (j)〉 = 0, i 6= j íà ÿçûêå
ïîëèíîìîâ çàïèøåòñÿ òàê:

n∑

k=1

f (i)(k) · f (j)(k) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè p(i), p(j) ∈ Pn (ïîëèíîìû ïîðÿäêà n), òî èõ
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íà ñòàíäàðòíîé ñåòêå íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

〈p(i), p(j)〉 =
n∑

k=1

p(i)(k) · p(j)(k). (11.3.2)
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Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî 〈p, p〉 ≥ 0 äëÿ ëþáîãî p ∈ Pn. Åñëè
〈p, p〉 = 0, òî, î÷åâèäíî, p(k) = 0 ïðè k = 1, . . . , n, ò.å. ïîëèíîì ïîðÿäêà
n èìååò ïî êðàéíåé ìåðå n êîðíåé. Íî ïîëèíîì ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè
òîëüêî îäèí � íóëåâîé. Èòàê, åñëè 〈p, p〉 = 0, òî p(t) = θ(t).

×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñàìîìó ïðîâåðèòü, ÷òî ââå-
äåííîå íà ïðîñòðàíñòâå Pn ïî ôîðìóëå (11.3.2) "ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå" óäîâëåòâîðÿåò è îñòàëüíûì àêñèîìàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Åñòåñòâåííî íàçâàòü ïîëèíîìû f (j), j = 1, . . . , n, ïîëèíîìàìè,
îðòîãîíàëüíûìè íà ñòàíäàðòíîé ñåòêå. Îíè, î÷åâèäíî, îáðàçóþò áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà Pn (îðòîãîíàëüíûé â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(11.3.2)).

Áóäåì òåïåðü èñêàòü ñãëàæèâàþùèé ïîëèíîì â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè ïîëèíîìîâ ïîñòðîåííîãî áàçèñà:

p(t) = p1f
(1)(t) + · · ·+ pmf (m)(t)

(òàê êàê ñòåïåíü ïîëèíîìà f (j) ðàâíà j − 1, p(t) � ïîëèíîì ïîðÿäêà m).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èìååì, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

ïóíêòó, ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

FP = y, (11.3.3)

ãäå F = [F (1), . . . , F (m)] � ìàòðèöà ðàçìåðà n × m ñ ïîïàðíî îðòîãî-
íàëüíûìè ñòîëáöàìè, p � èñêîìûé âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ, y � âåêòîð
ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé.

Óìíîæèì òåïåðü (11.3.3) ñëåâà íà F ∗ (ïåðåéäåì ê íîðìàëüíûì
óðàâíåíèÿì):

(F ∗F )P = F ∗y.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû (ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé), ñîãëàñíî ôîðìó-
ëàì (10.3.3), èìååò âèä

pk =
〈y, F (k)〉
‖F (k)‖2 , k = 1, . . . , m.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàãîòîâëåííîé çàðàíåå ñòàíäàðòíîé (ïðè çàäàí-
íûõ n è m) ìàòðèöå F ïîñòðîåíèå ñãëàæèâàþùåãî ïîëèíîìà ñâîäèòñÿ
ôàêòè÷åñêè ê óìíîæåíèþ ìàòðèöû F ∗ íà ïîëó÷åííûé â ýêñïåðèìåíòå
ñòîëáåö è äåëåíèþ êîîðäèíàò ñòîëáöà-ïðîèçâåäåíèÿ íà òàêæå çàðàíåå
çàãîòîâëåííûå ÷èñëà ‖F (k)‖2.
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Ìû ðàññìîòðåëè äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ñãëàæèâàþùåãî ïîëèíîìà:
ñ ïîìîùüþ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû
è ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ íà ñåòêå ïîëèíîìîâ.

È òîò è äðóãîé ñïîñîá òðåáóåò âûïîëíåíèÿ áîëüøîé ïîäãîòîâèòåëü-
íîé ðàáîòû: â ïåðâîì ñëó÷àå � ïîñòðîåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ,
âî âòîðîì � ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíûõ íà ñåòêå ïîëèíîìîâ. È òà è
äðóãàÿ îïåðàöèÿ ïîääåðæèâàåòñÿ óñòîé÷èâûìè âû÷èñëèòåëüíûìè àëãî-
ðèòìàìè, ðåàëèçîâàííûìè êàê â ñðåäàõ êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ, òàê è â
áèáëèîòåêàõ ïðîãðàìì íà Ôîðòðàíå.

Ìû íå áóäåì ïûòàòüñÿ äàòü ñðàâíèòåëüíóþ îöåíêó ðàññìîòðåííûõ
ìåòîäîâ. Îòìåòèì ëèøü äâà ôàêòà.

1. Åñëè ìû ïîñòðîèëè ñãëàæèâàþùèé ïîëèíîì, íî ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü îêàçàëàñü âåëèêà è ñëåäóåò óâåëè÷èòü ïîðÿäîê
ïîëèíîìà, òî â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïðèäåòñÿ ïåðåñ÷èòûâàòü
âñå çàíîâî. Ïðè èñïîëüçîâàíèè æå îðòîãîíàëüíûõ íà ñåòêå ïîëèíîìîâ
ïîòðåáóåòñÿ äîáàâèòü ëèøü åùå îäíî ñëàãàåìîå � óæå ñîñ÷èòàííûå êî-
ýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ñîõðàíÿòñÿ. Ýòî � ïîëåçíîå ñâîéñòâî îðòîãî-
íàëüíûõ ñèñòåì ôóíêöèé.

2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ñãëàæèâàþùèé
ïîëèíîì ïîëó÷àåòñÿ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå,

p(t) = a1 + a2t + . . . + amtm−1,

êîòîðàÿ äîïóñêàåò ïðèìåíåíèå ñõåìû Ãîðíåðà.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè îðòîãîíàëüíûõ íà ñåòêå ïîëèíîìîâ

ñãëàæèâàþùèé ïîëèíîì ïîëó÷àåòñÿ â âèäå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

p(t) = p1f
(1)(t) + . . . + pmf (m)(t).

Íå ñëåäóåò ïðèâîäèòü ïîäîáíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè (ïðåîá-
ðàçîâûâàòü ýòîò ïîëèíîì â ñòàíäàðòíóþ ôîðìó), òàê êàê ñóùåñòâóåò
ïðîñòîå îáîáùåíèå ñõåìû Ãîðíåðà, ïîçâîëÿþùåå ðàáîòàòü ñ ïîëèíîìîì,
ðàçëîæåííûìè ïî îðòîãîíàëüíûì íà ñåòêå ïîëèíîìàì.

11.4. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ñãëàæèâàþùåãî ïîëèíîìà ñ ïîìîùüþ îðòîãî-

íàëüíûõ íà ñåòêå ïîëèíîìîâ ìîæåò áûòü îáîáùåíà. Â ñàìîì äåëå,
êðîìå ïîëèíîìîâ, ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñèñòåìû "ïðîñòûõ è óäîáíûõ
ôóíêöèé". Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì îäíó òàêóþ ñèñòåìó.
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Ïóñòü w(r)(t) = exp
(
i 2πr

n t
)
, r = 1, . . . , n. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè

ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû íà ñòàíäàðòíîé ñåòêå {1, . . . , n}. Äåéñòâèòåëüíî,

〈w(j), w(r)〉 =
n∑

k=1

w(j)(k) · w(r)(k) =
n∑

k=1

exp
(
i
2πj

n
k
)
· exp

(
i
2πr

n
k
)

=

=
n∑

k=1

exp
(
i
2π

n
(j − r)k

)
=

n∑

k=1

(
exp

(
i
2π

n
(j − r)

))k

.

Åñëè j = r, òî exp
(
i 2πn (r − r)

)
= 1, è, ñëåäîâàòåëüíî,

〈w(r), w(r)〉 = n. (11.4.1)

Åñëè æå j 6= r, òî, ïðîñóììèðîâàâ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, èìååì

〈w(j), w(r)〉 = exp
(
i
2π

n
(j − r)

)
·

(
exp

(
i
2π

n
(j − r)

))n

− 1

exp
(
i
2π

n
(j − r)

)
− 1

=

=
exp

(
i
2π

n
(j − r)

)

exp
(
i
2π

n
(j − r)

)
− 1

·
(
exp

(
i
2πn

n
(j − r)

)
− 1

)
= 0. ¥

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèè w(r)(t) = exp
(
i 2πr

n t
)
ìîæíî îïðåäåëèòü ïðè

âñåõ r ∈ Z, è åñëè ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ôóíêöèè, çàäàííûå íà R, òî âñå
îíè ðàçëè÷íû. Îäíàêî ìû ðàññìàòðèâàåì èõ òîëüêî íà ñòàíäàðòíîé
ñåòêå, ïîýòîìó t ∈ {1, . . . , n} è

exp
(
i
2π(r + n)

n
t
)

= exp
(
i
(2πr

n
t + 2πt

))
= exp

(
i
2πr

n
t
)
.

Òàêèì îáðàçîì, w(r+n)(t) = w(r)(t), è ëþáàÿ ôóíêöèÿ w(r), r ∈ Z, íà
ñòàíäàðòíîé ñåòêå ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ôóíêöèé w(1), w(2), . . . , w(n).

Îòìåòèì åùå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé.
1. Ôóíêöèè w(r) n-ïåðèîäè÷íû ïî t:

w(r)(t + n) = exp
(
i
2πr

n
(t + n)

)
=

= exp
(
i
(2πr

n
t + 2πr

))
= exp

(
i
2πr

n
t
)

= w(r)(t).
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2. Ôóíêöèè w(r) è w(n−r) ïðèíèìàþò íà ñòàíäàðòíîé ñåòêå êîìïëåêñ-
íî ñîïðÿæåííûå çíà÷åíèÿ:

w(n−r)(k) = w(−r)(k) = exp
(
−i

2πr

n
k
)

= w(r)(k).

3. w(n)(k) ≡ w(0)(k) ≡ 1 ïðè k ∈ Z.
Ñãëàäèì òåïåðü ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé (ï.11.2) ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèåé ôóíêöèé w(1), . . . , w(m), m ≤ n. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
q1, . . . , qm ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé

yk = q1w
(1)(k) + . . . + qmw(m)(k), k = 1, . . . , n. (11.4.2)

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ñèñòåìà óðàâíåíèé (11.4.2) èìååò âèä Wq = y, ãäå

W =




w(1)(1) . . . w(m)(1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w(1)(n) . . . w(m)(n)




� (n×m)-ìàòðèöà ñ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûìè ñòîëáöàìè.
Ïåðåõîäÿ ê íîðìàëüíûì óðàâíåíèÿì, ïîëó÷èì (W ∗W )q = W ∗y,

èëè, ó÷èòûâàÿ (11.4.1), diag[n, . . . , n] · q = W ∗y. Îòñþäà

q =
1

n
W ∗y, èëè qr =

1

n
〈y, w(r)〉, r = 1, . . . , m. (11.4.3)

Åñëè â ñãëàæèâàíèè ó÷àñòâóþò âñå ôóíêöèè (m = n), òî íîðìàëüíîå
ïñåâäîðåøåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ðåøåíèå � ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå âåêòîðà
â Cn ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó:

yk =
n∑

r=1

qr exp
(
i
2πr

n
k
)
, k = 1, . . . , n, (11.4.4)

ãäå

qr =
n∑

k=1

yk exp
(
−i

2πr

n
k
)
, r = 1, . . . , n. (11.4.5)

Ôîðìóëû (11.4.4) è (11.4.5) çàäàþò òàê íàçûâàåìîå äèñêðåòíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå63, ïðè÷åì ôîðìóëà (11.4.5), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îïðå-
äåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ qr, íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì, à ôîðìóëà (11.4.4), âîññòàíàâëèâàþùàÿ èñõîäíûé âåêòîð y �
îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

63Æàí Áàòèñò Æîçåô ÔÓÐÜÅ (J.-B.-J. Fourier, 1768-1830) � ôðàíöóçñêèé
ìàòåìàòèê, ÷ëåí Ïàðèæñêîé ÀÍ, ïî÷åòíûé ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ.
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×èñëà qr íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå âåêòîðà y èëè åãî
êîìïëåêñíûì Ôóðüå-ñïåêòðîì. Îòìåòèì, ÷òî ïðè àïïðîêñèìàöèè âå-
ùåñòâåííîãî âåêòîðà öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü ïîïàðíî ñîïðÿæåííûå íà
ñòàíäàðòíîé ñåòêå ôóíêöèè w(r) (ñì. ñâîéñòâî 2).

Çàìå÷àíèå. Òàê æå, êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè îðòîãîíàëüíûõ íà ñåòêå
ïîëèíîìîâ, ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ñãëàæèâàþùåé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè óæå ñîñ÷èòàííûå êîýôôèöèåíòû qr ñîõðàíÿþòñÿ.

11.5. Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîãî êîýôôèöèåíòà Ôóðüå ïî ôîðìóëå (11.4.5)

èëè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îäíîé êîìïîíåíòû èñõîäíîãî âåêòîðà ïî
ôîðìóëå (11.4.4) òðåáóåòñÿ (ïðè ãîòîâîé ìàòðèöå W ) âûïîëíèòü n ïàð
"óñëîâíûõ îïåðàöèé" (óìíîæåíèå + ñëîæåíèå). Òàêèì îáðàçîì, âåñü
ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîòðåáóåò âû-
ïîëíåíèÿ n2 óñëîâíûõ îïåðàöèé. Ïðè n ≈ 107 − 108 (à òàêèå ìàññèâû
â ïðèëîæåíèÿõ íå ðåäêè) îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ñòàíîâèòñÿ
íåäîñòóïíîé äëÿ ñîâðåìåííûõ ÝÂÌ.

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà èç ðàçíîâèäíîñòåé òàê
íàçûâàåìîãî áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
n = 2p, p ∈ N.

Îáîçíà÷èì z = exp
(
i 2πn

)
. Òîãäà, î÷åâèäíî, zn/2 = −1, zn = 1.

Ôîðìóëà (11.4.4) ïðèìåò âèä

yk =
n∑

r=1

qrz
kr, k = 1, . . . , n. (11.5.1)

Ñîáåðåì â ïðàâîé ÷àñòè (11.5.1) îòäåëüíî ñëàãàåìûå ñ ÷åòíûìè è ñ
íå÷åòíûìè íîìåðàìè (ïî ïðåäïîëîæåíèþ n = 2p � ÷åòíîå ÷èñëî):

yk =

n/2∑
r=1

(q2rz
2kr + q2r−1z

k(2r−1)) =

=

n/2∑
r=1

(q2rz
2kr + z−kq2r−1z

2kr) = x
(e)
k + z−kx(o), (11.5.2)

ãäå

x
(e)
k =

n/2∑
r=1

q2r(z
2)kr, x

(o)
k =

n/2∑
r=1

q2r−1(z
2)kr. (11.5.3)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè k = 1, . . . , n/2

x
(e)
k+n/2 =

n/2∑
r=1

q2rz
2(k+n/2)r =

n/2∑
r=1

q2rz
nr(z2)kr = x

(e)
k

è, àíàëîãè÷íî, x
(o)
k+n/2 = x

(o)
k .

Ôîðìóëû (11.5.3) ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòîëáöû x
(e)
k è x

(o)
k (âûñîòû n/2)

ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè Ôóðüå-îáðàçàìè ñòîëáöîâ, ñîñòàâëåííûõ ñîîò-
âåòñòâåííî èç ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ êîìïîíåíò ñòîëáöà q.

Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (11.5.2):
{

yk = x
(e)
k + z−kx

(o)
k ,

yk+n/2 = x
(e)
k+n/2 + z−n/2z−kx

(o)
k+n/2 = x

(e)
k − z−kx

(o)
k ,

k = 1, . . . , n/2.

Âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòîëáöà y (âûñîòû n) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü
ñòîëáöû è x

(e)
k è x

(o)
k (âûñîòû n/2) è âûïîëíèòü åùå n óñëîâíûõ îïåðàöèé.

Îáîçíà÷èì f(p) êîëè÷åñòâî óñëîâíûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñòîëáöà âûñîòû n = 2p.
Òîãäà

f(p) = 2 · f(p− 1) + 2p.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(0) = 0, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íåñëîæíî
óáåäèòüñÿ (ïðîâåðüòå ýòî!), ÷òî

f(p) = p · 2p = n · log2(n).

Ïðè n = 224 ≈ 1.7 · 107 èìååì n · log2(n) = 24 · 224 < 4.1 · 108 � ïðè
ïîìîùè ÁÏÔ âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿòñÿ çà íåñêîëüêî ñåêóíä, â òî âðåìÿ
êàê n2 = 248 > 2.8 · 1014 � áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÁÏÔ òðåáóåìîå âðåìÿ
óâåëè÷èâàåòñÿ ïî÷òè â 106 ðàç!

Àëãîðèòì ÁÏÔ ðåàëèçîâàí â ñðåäàõ êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ è â
áèáëèîòåêàõ Ôîðòðàí-ïðîãðàìì. Èìåþòñÿ âàðèàíòû àëãîðèòìà, â êîòî-
ðûõ âûñîòà ñòîëáöà íå îáÿçàíà áûòü ñòåïåíüþ äâîéêè.
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Ãëàâà 12. ÝËÅÌÅÍÒÛ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Ìû ñ÷èòàåì íåîáõîäèìûì îòìåòèòü,
÷òî ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ïðîãðàììèðîâàíèå, ò.å. ñîñòàâëåíèå êîìïüþòåð-
íûõ ïðîãðàìì, è ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ò.å. èññëåäîâàíèå
è ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìèçàöèè (ìèíèìèçàöèè èëè ìàêñèìèçàöèè) âåùåñò-
âåííîãî ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî íà Rn èëè íà åãî ÷àñòè.

×àñòíûé ñëó÷àé ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ åñòü ëèíåéíîå
ïðîãðàììèðîâàíèå � îïòèìèçàöèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà ÷àñòè Rn,
çàäàííîé ëèíåéíûìè ðàâåíñòâàìè èëè íåðàâåíñòâàìè.

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå âåäåò ñâîþ èñòîðèþ îò ðàáîòû Ë.Â.
Êàíòîðîâè÷à64, âûïîëíåííîé â 1938 ãîäó.

12.1. Îäíà ñîäåðæàòåëüíàÿ çàäà÷à
Îïèñàíèå ïðîáëåìû, êîòîðîé ïîñâÿùåíà ýòà ãëàâà, ìû íà÷íåì ñ

ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà.
Êîììåðñàíò, âûåõàâøèé äëÿ çàêóïêè äâóõ âèäîâ òîâàðà, èìååò 18

äåíåæíûõ åäèíèö (ä.å.)65, åãî àâòîìîáèëü ìîæåò âìåñòèòü 10 åäèíèö
ìàññû (å.ì.). Îäíà å.ì. òîâàðà ïåðâîãî âèäà ñòîèò 1 ä.å., âòîðîãî âèäà �
3 ä.å. Ïðè ïðîäàæå 1 å.ì. òîâàðà ïåðâîãî âèäà êîììåðñàíò ðàññ÷èòûâàåò
ïîëó÷èòü 0.5 ä.å. ïðèáûëè, ïðè ïðîäàæå 1 å.ì. òîâàðà âòîðîãî âèäà � 0.75
ä.å. Êàê ðàñïðåäåëèòü èìåþùèåñÿ äåíüãè è âìåñòèìîñòü àâòîìîáèëÿ,
÷òîáû îæèäàåìàÿ ïðèáûëü áûëà ìàêñèìàëüíîé?

Ïóñòü x1 � çàêóïàåìîå êîììåðñàíòîì êîëè÷åñòâî òîâàðà ïåðâîãî
âèäà, x2 � âòîðîãî âèäà. Ýòè ïåðåìåííûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëå-
äóþùèì î÷åâèäíûì íåðàâåíñòâàì:

1) x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 (êîëè÷åñòâà òîâàðîâ íåîòðèöàòåëüíû);
2) x1 + 3x2 ≤ 18 (ñóììà çàòðàò íå ìîæåò ïðåâûøàòü íàëè÷íîñòü);
3) x1 + x2 ≤ 10 (ñóììàðíàÿ ìàññà çàêóïëåííûõ òîâàðîâ íå ìîæåò

ïðåâûøàòü âìåñòèìîñòü àâòîìîáèëÿ).
Íà ÷àñòè R2, ãäå âûïîëíåíû âñå ýòè íåðàâåíñòâà, òðåáóåòñÿ íàéòè

íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà
64Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ ÊÀÍÒÎÐÎÂÈ× (1912-1986) � ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê è ýêîíî-

ìèñò, ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè, ÷ëåí ÀÍ ÑÑÑÐ è ðÿäà çàðóáåæíûõ àêàäåìèé,
îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè.

65Ìû íàìåðåííî íå óòî÷íÿåì, î êàêèõ åäèíèöàõ èäåò ðå÷ü, ÷òîáû ñîõðàíèòü êîì-
ìåð÷åñêóþ òàéíó.
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f(x) = 0.5x1 + 0.75x2.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ íàøåé çàäà÷è. Ìíî-
æåñòâî, çàäàâàåìîå îäíèì ëèíåéíûì íåðàâåíñòâîì, ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïîëóïëîñêîñòü â R2 (ñì. ï.9.1). Ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå ñèñòåìîé
íåðàâåíñòâ 1)-3), åñòü âûïóêëûé66 ÷åòûðåõóãîëüíèê (ñì. ðèñ.12.1).

PPPPPPPPP
@

@
@

@
@

@
x1

x2

10 18

6

10

Ðèñ.12.1
Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèîíàëà f � ýòî ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-

ìûõ (âñå îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû íàïðàâëåííîìó îòðåçêó, ñîîòâåòñòâóþùå-
ìó âåêòîðó [0.5, 0.75]T , ñì. ï.9.1). Èç ïðÿìûõ ýòîãî ñåìåéñòâà, ïåðåñåêà-
þùèõ íàø ÷åòûðåõóãîëüíèê, ñëåäóåò âûáðàòü òó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
íàèáîëüøåìó çíà÷åíèþ f . Èç ðèñ.12.2 âèäíî, ÷òî ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì f

äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ êîîðäèíàòàìè x1 = 6, x2 = 4,
è fmax = 0.5 · 6 + 0.75 · 4 = 6.

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQ

¡
¡ª

PPPPPPPPP
@

@
@

@
@

@
x1

x2

6

4

f(x) ≡ 6

Ðèñ.12.2
66Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè

îíî ñîäåðæèò ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè îòðåçîê.
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12.2. Êàíîíè÷åñêàÿ çàäà÷à
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Îáîáùèì ïðèìåð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Çàäà÷à
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñîñòîèò â ïîèñêå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà
(íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ) ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà

f(x) = 〈x, c〉 = c1x1 + . . . + cnxn (12.2.1)

íà ÷àñòè Rn, âñå òî÷êè êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

ak1x1 + . . . + aknxn ≤ bk, k = 1, . . . , m1; (12.2.2)

ak1x1 + . . . + aknxn = bk, k = m1 + 1, . . . , m2; (12.2.3)

ak1x1 + . . . + aknxn ≥ bk, k = m2 + 1, . . . , m. (12.2.4)

Ñäåëàåì íåîáõîäèìûå óòî÷íåíèÿ.
1. Ñóùåñòâóþò ñîäåðæàòåëüíûå çàäà÷è (ñì. ï.12.1), â êîòîðûõ ôóíê-

öèîíàë íóæíî íå ìèíèìèçèðîâàòü, à ìàêñèìèçèðîâàòü. Ýòîò âàðèàíò,
î÷åâèäíî, óêëàäûâàåòñÿ â íàøó ñõåìó ïðè ïîìîùè çàìåíû âåêòîðà
c íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà
f(x) = 〈x, c〉 � ýòî òî æå, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà ϕ(x) = 〈x,−c〉.

2. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü âñå ïåðåìåííûå íåîòðèöàòåëüíûìè (xk ≥ 0,
k = 1, . . . , n) è âûäåëèì ýòè íåðàâåíñòâà â îñîáóþ ãðóïïó. Ïîêàæåì, ÷òî
ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòåñíÿþùèì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïåðåìåííàÿ xk

îãðàíè÷åíà ñíèçó (xk ≥ p), ìîæíî ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ ïî ôîðìóëå
x+

k = xk− p ≥ 0. Åñëè ïåðåìåííàÿ xk îãðàíè÷åíà ñâåðõó (xk ≤ p), ìîæíî
ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ ïî ôîðìóëå x+

k = p − xk ≥ 0. Åñëè, íàêîíåö,
ïåðåìåííàÿ xk íå îãðàíè÷åíà íè ñâåðõó, íè ñíèçó, ïîëîæèì (óâåëè÷èâàÿ
êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ) xk = x′k − x′′k, ãäå x′k ≥ 0, x′′k ≥ 0.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç Rn ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè
áóäåì îáîçíà÷àòü Rn

+.
3. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû â ñèñòåìå (12.2.2)�(12.2.4)

íåîòðèöàòåëüíûìè (b ∈ Rm
+). Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, óìíîæàÿ ïðè

íåîáõîäèìîñòè óðàâíåíèå èëè íåðàâåíñòâî íà (−1).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòü Rn, çàäàâàåìàÿ ñèñòåìîé (12.2.2)�

(12.2.4), åñòü
1) ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî (ñèñòåìà íåñîâìåñòíà),
2) ëèáî òî÷êà,
3) ëèáî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê:
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a) îãðàíè÷åííûé (ïðèìåð � ðèñ.12.3),
á) íåîãðàíè÷åííûé (ïðèìåð � ðèñ.12.4).

x2

x1

XXXXXXXXX
@

@
@

@@

x1 + x2 ≤ 1; 0.5x1 + 2x2 ≤ 1

Ðèñ.12.3
x2

x1

@
@

@
@

@
@

@
@@XXXXXXXXXXXXXXXXXX

x1 + x2 ≥ 1; 0.5x1 + 2x2 ≥ 1

Ðèñ.12.4
Â ñëó÷àå 1 çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå èìååò ðåøåíèÿ;
Â ñëó÷àå 2 ðåøåíèåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ,

î÷åâèäíî, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû. Îáà ýòè ñëó÷àÿ òðèâèàëüíû.
Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé 3.
Â ñëó÷àå 3à) ðàññóæäåíèåì, ïîäîáíûì ïðîâåäåííîìó â ï.12.1, ìîæ-

íî ïîêàçàòü, ÷òî ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ñóùåñòâóåò è äî-
ñòèãàåòñÿ õîòÿ áû â îäíîé èç âåðøèí ìíîãîãðàííèêà.

Â ñëó÷àå 3á) âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: ëèáî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
ôóíêöèîíàëà íå îãðàíè÷åíî ñíèçó, ëèáî ìèíèìóì ñóùåñòâóåò è òàêæå
äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç âåðøèí ìíîãîãðàííèêà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñå îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà, êðîìå íåðà-
âåíñòâ xk ≥ 0, ìîæíî çàìåíèòü îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè (çà ñ÷åò
óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ â çàäà÷å).
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Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ xn+1 ≥ 0 è çàìå-
íèòü íåðàâåíñòâî (12.2.2) íà óðàâíåíèå

ak1x1 + . . . + aknxn + xn+1 = bk,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò (12.2.2).
Àíàëîãè÷íî, ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ xn+1 ≥ 0, ìîæíî çàìåíèòü

íåðàâåíñòâî (12.2.4) íà óðàâíåíèå

ak1x1 + . . . + aknxn − xn+1 = bk,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò (12.2.4).
Êîíå÷íî, äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå íå äîëæíû âõîäèòü â ìèíè-

ìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë (ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû âåêòîðà c äîë-
æíû ðàâíÿòüñÿ íóëþ).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü òàê íàçûâàåìóþ êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Ìèíèìèçèðîâàòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (12.1.1) íà ÷àñòè Rn
+, âñå

òî÷êè êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ax = b, (12.2.5)

ãäå A � ìàòðèöà ðàçìåðà m× n, à b ∈ Rn
+.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñèñòåìà (12.2.5) èìååò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðåøåíèé â Rn

+, èíà÷å çàäà÷à òðèâèàëüíà. Ìîæíî òàêæå ïîëàãàòü,
÷òî íè îäíî èç óðàâíåíèé íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãèõ (èíà÷å åãî
ìîæíî ïðîñòî âû÷åðêíóòü). Îòñþäà, êñòàòè, ñëåäóåò, ÷òî m < n.

2. Ìû ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåì áóêâîé n ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
(êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ) è áóêâîé m � êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé-ðà-
âåíñòâ. Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîìíèòü, ÷òî òåïåðü êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ
ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì â èñõîäíîé çàäà÷å � çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ, ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðè çàìåíå îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ ðà-
âåíñòâàìè. Êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå, ÷åì â
èñõîäíîé çàäà÷å � çà ñ÷åò âû÷åðêèâàíèÿ óðàâíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñëåä-
ñòâèåì îñòàâøèõñÿ.

12.3. Ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Èç çàìå÷àíèÿ 1 â êîíöå ï.12.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû
(12.2.5) ìåòîäîì Ãàóññà�Éîðäàíà êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé íå óìåíüøàåòñÿ.
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Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ m ïåðåìåííûõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿìè îñòàâøèõñÿ n − m ïåðåìåííûõ, à òå ìîãóò áûòü çàäàíû
ïðîèçâîëüíî (çäåñü ìû ïîêà íå ó÷èòûâàåì îãðàíè÷åíèÿ x ∈ Rn

+). Îò-
ìåòèì òàêæå, ÷òî óêàçàííûå âûøå m ïåðåìåííûõ ìîæíî âûáðàòü íå
åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ìû áóäåì äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè m

ïåðåìåííûõ � x1, . . . , xm.
Ðàçîáüåì ìàòðèöó A, âåêòîð c è ïåðåìåííûé âåêòîð x íà äâå ÷àñòè:

A = [B
...N ], c =




cB

. . .

cN


 , x =




xB

. . .

xN


 .

Çäåñü B � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m; N � m × (n − m)-ìàòðèöà;
xB, cB � ñòîëáöû âûñîòû m; xN , cN � ñòîëáöû âûñîòû n−m.

Òåïåðü ñèñòåìà (12.2.5) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

BxB + Nxn = b, (12.3.1)

à ôóíêöèîíàë (12.2.1) � â âèäå

f(x) = (cB)T · xB + (cN)T · xN . (12.3.2)

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (12.3.1) ïðè êàæäîì çíà÷åíèè xN îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî xB, òî ìàòðèöà B îáðàòèìà, è ìû ïîëó÷àåì

xB = B−1b−B−1NxN . (12.3.3)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â (12.3.2), èìååì

f(x) = (cB)T ·B−1b +
(
(cN)T − (cB)T ·B−1 ·N) · xN .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
β = B−1b (ñòîëáåö âûñîòû m),
π = (cN)T − (cB)T ·B−1 ·N (ñòðîêà øèðèíû n−m).
Òîãäà ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìóþ ïðåîáðàçîâàííóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
Ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

ϕ(xN) = (cB)T · β + π · xN (12.3.3)

ïðè óñëîâèÿõ

xN ∈ Rn−m
+ , xB = β −B−1 ·N · xN ∈ Rm

+ . (12.3.4)
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Êîîðäèíàòû âåêòîðà xB ïðèíÿòî íàçûâàòü áàçèñíûìè ïåðåìåííû-
ìè, êîîðäèíàòû âåêòîðà xN � íåáàçèñíûìè. Ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b

íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì, åñëè xN = θn−m (xB = β). Áàçèñíîå ðåøåíèå íà-
çûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè xB = β ∈ Rm

+ . Åñëè áàçèñíîå ðåøåíèå äî-
ïóñòèìî, è πT ∈ Rn−m

+ , òî ýòî áàçèñíîå ðåøåíèå äîñòàâëÿåò ôóíêöèîíàëó
èñêîìûé ìèíèìóì, òàê êàê ïðè xN ∈ Rn−m

+

ϕ(xN) = (cB)T · β + π · xN ≥ (cB)T · β = ϕ(θn−m).

Çàìå÷àíèå. Ñòîëáåö β è ñòðîêà π çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò âûáîð ìîæíî ïðîèçâåñòè íå åäèíñòâåííûì
îáðàçîì.

Ïðèìåð. Ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë
f(x) = 3x1 + x2 + 2x3

ïðè óñëîâèÿõ
x1 + 2x2 + 3x3 = 6; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

Çäåñü n = 3, m = 1, A = [1, 2, 3], b = [6], c = [3, 1, 2]T .
Åñëè çà áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ ïðèíÿòü x1, òî

B = [1], N = [2, 3], β = [6], π = [1, 2]− 3 · [2, 3] = [−5,−7].

Áàçèñíîå ðåøåíèå [6, 0, 0]T äîïóñòèìî.
Åñëè çà áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ ïðèíÿòü x3, òî

B = [3], N = [1, 2], β = [2], π = [3, 1]− 2

3
· [1, 2] = [

7

3
,−1

3
].

Áàçèñíîå ðåøåíèå [0, 0, 2]T òàêæå äîïóñòèìî.
Åñëè, íàêîíåö, çà áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ ïðèíÿòü x2, òî

B = [2], N = [1, 3], β = [3], π = [3, 2]− 1

2
· [1, 3] = [

5

2
,
1

2
].

Áàçèñíîå ðåøåíèå [0, 3, 0]T äîïóñòèìî è äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöè-
îíàëó, òàê êàê πT ∈ R2

+.
Ïðîèëëþñòðèðóåì íàø ïðèìåð ãåîìåòðè÷åñêè. Ñèñòåìà îãðàíè÷å-

íèé, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî óðàâíåíèÿ x1 +2x2 +3x3 = 6, çàäàåò ïëîñêîñòü
â R3. Ïåðåñå÷åíèå ýòîé ïëîñêîñòè ñ R3

+ � òðåóãîëüíèê (ðèñ.12.5). Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî äîïóñòèìûå áàçèñíûå ðåøåíèÿ [6, 0, 0]T , [0, 3, 0]T , [0, 0, 2]T
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ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà f äîñòèãàåòñÿ õîòÿ áû â îäíîé èç âåð-
øèí. Ñðàâíèâ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà âî âñåõ âåðøèíàõ f(6, 0, 0) = 18,
f(0, 3, 0) = 3, f(0, 0, 2) = 4, âèäèì, ÷òî áàçèñíîå ðåøåíèå [0, 3, 0]T äåé-
ñòâèòåëüíî äîñòàâëÿåò ôóíêöèîíàëó ãëîáàëüíûé ìèíèìóì.

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡¡

uf(0, 0, 2) = 4 u f(0, 3, 0) = 3

u
f(6, 0, 0) = 18

HHHHHHHHHHHHPPPPPPPPPPPPPPPPPP
x1

x2
x3

Ðèñ.12.5

12.4. Ïîíÿòèå î ñèìïëåêñ-ìåòîäå ðåøåíèÿ
çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ýòîò ìåòîä, îòêðûòûé â 1947 ãîäó Ä. Äàíöèãîì67, ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé êîíå÷íûé àëãîðèòì, êîòîðûé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî
áàçèñíîãî ðåøåíèÿ, ñòðîèò íîâûå äîïóñòèìûå áàçèñíûå ðåøåíèÿ, îáåñ-
ïå÷èâàÿ óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà.

Ìû îïèøåì îäèí øàã ñèìïëåêñ-ìåòîäà, íå âäàâàÿñü, åñòåñòâåííî, â
òåõíîëîãè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè.

Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ äîïóñòèìîå áàçèñíîå ðåøåíèå

x =




xB

. . .

xN


 , xB = β ∈ Rm

+ , xN = θn−m.

Âû÷èñëèì ñòðîêó π, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàøåìó áàçèñíîìó ðåøåíèþ.
Åñëè πT ∈ Rn−m

+ , òî, êàê óêàçàíî â ï.12.3, ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ϕ äî-
ñòèãíóò, è çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøåíà. Ðàáîòà àëãî-
ðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ.

Åñëè ñðåäè ýëåìåíòîâ ñòðîêè π åñòü îòðèöàòåëüíûå, òî, óâåëè÷è-
âàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîîðäèíàòû âåêòîðà xN , ìû áóäåì óìåíüøàòü
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà. Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ôóíêöèîíàëà ïðîïîðöèî-
íàëüíà çíà÷åíèÿì îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè π. Ïîýòîìó âûáåðåì

67Äæîðäæ Áåðíàðä ÄÀÍÖÈÃ (J.B. Dantzig, 1914-2005) � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.
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èç íèõ íàèìåíüøèé (íàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ). Ïóñòü åãî ïîðÿäêîâûé íî-
ìåð q. Áóäåì óâåëè÷èâàòü q-þ êîîðäèíàòó âåêòîðà xN , ïîêà âñå êîîð-
äèíàòû âåêòîðà xB åùå íåîòðèöàòåëüíû. Ïîñêîëüêó îòëè÷íà îò íóëÿ
òîëüêî îäíà êîîðäèíàòà âåêòîðà xN , (12.3.4) ïðèíèìàåò âèä

xB = B−1b− (
B−1N

)(q)
xN

q .

Åñëè âñå ýëåìåíòû ñòîëáöà
(
B−1N

)(q) íåïîëîæèòåëüíû, òî êîîðäè-
íàòû âåêòîðà xB îñòàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ xN

q . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà
ϕ íå îãðàíè÷åíî ñíèçó, è çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ. Ðàáîòà àëãîðèòìà
çàêàí÷èâàåòñÿ.

Åñëè ñðåäè ýëåìåíòîâ ñòîëáöà
(
B−1N

)(q) åñòü ïîëîæèòåëüíûå, òî
ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîîðäèíàòû âåêòîðà xB áóäóò óáûâàòü ñ óâåëè÷å-
íèåì xN

q . Ïóñòü s � íîìåð òîé êîîðäèíàòû âåêòîðà xB, êîòîðàÿ ïåðâîé
îáðàòèòñÿ â íóëü â ýòîì ïðîöåññå. Òîãäà íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷å-
íèå xN

q ðàâíî

max(xN
q ) =

βs(
B−1N

)(q)
s

= min
j

(
βj(

B−1N
)(q)
j

)

(ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî òåì èíäåêñàì j, äëÿ êîòîðûõ
(
B−1N

)(q)
j

> 0).

Ïðè ýòîì çíà÷åíèè xN
q ïîëó÷èì xB

s = 0. Òåïåðü ïåðåìåííàÿ xN
q âêëþ-

÷àåòñÿ â ñîñòàâ áàçèñíûõ, à îáíóëåííàÿ ïåðåìåííàÿ xB
s èñêëþ÷àåòñÿ.

Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ ìîæíî áûëî áû ïðåäñòàâèòü ñåáå òàê: ìåíÿåì
ìåñòàìè ñòîëáöû B(s) è N (q) â ìàòðèöå A è ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû
âåêòîðà c. Ïîëó÷èì "íîâûå" ìàòðèöû B è N . Âû÷èñëèì íîâûé âåêòîð
β è íîâóþ ñòðîêó π. Íà ïîëó÷åííîì íîâîì äîïóñòèìîì (xB = β ∈ Rm

+)
áàçèñíîì (xN = θn−m) ðåøåíèè ôóíêöèîíàë ϕ ïî ïîñòðîåíèþ èìååò
ìåíüøåå çíà÷åíèå, ÷åì íà ñòàðîì. Îäèí øàã àëãîðèòìà çàêîí÷åí.

Çàìå÷àíèå. Êîíå÷íî, èçëîæåííàÿ ïðîöåäóðà íåýôôåêòèâíà. Ñòàí-
äàðòíûå ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèå àëãîðèòì ñèìïëåêñ-ìåòîäà, ðàáîòàþò
èíà÷å. Íî ìû, íàïîìèíàåì, íå ðàññìàòðèâàåì òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè.

Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî äîïóñòèìûõ áàçèñíûõ ðåøåíèé íå ïðåâîñõî-
äèò êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ, à îíî, â ñâîþ
î÷åðåäü, íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà ñî÷åòàíèé èç n ñòîëáöîâ ìàòðèöû A

ïî m, ò.å. n!
m!(n−m)!

, òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòì ëèáî íàõîäèò
ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà, ëèáî âûÿâëÿåò åãî îòñóòñòâèå.
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12.5. Ïîñòðîåíèå íà÷àëüíîãî
äîïóñòèìîãî áàçèñíîãî ðåøåíèÿ

Äëÿ íà÷àëà ðàáîòû àëãîðèòìà ñèìïëåêñ-ìåòîäà íåîáõîäèìî èìåòü
êàêîå-íèáóäü äîïóñòèìîå áàçèñíîå ðåøåíèå. Ìû îïèøåì îäèí èç âîç-
ìîæíûõ ñïîñîáîâ åãî ïîñòðîåíèÿ.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë f(x) = 〈x, c〉 ïðè óñ-
ëîâèÿõ

x ∈ Rn
+, Ax = b ∈ Rm

+ . (12.5.1)

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà ϕ(x, y) = y1 + . . . + ym ïðè óñëîâèÿõ

x ∈ Rn
+, y ∈ Rm

+ , [A
... Im]




x

· · ·
y


 = b. (12.5.2)

Äëÿ çàäà÷è (12.5.2) îäíî äîïóñòèìîå áàçèñíîå ðåøåíèå î÷åâèäíî: x = θn,
y = b. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ê íåé ñèìïëåêñ-ìåòîä.

Ïîñêîëüêó ϕ(x, y) ≥ 0, ôóíêöèîíàë ϕ îãðàíè÷åí ñíèçó, è àëãîðèòì
çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ äàñò ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (x̃, ỹ).

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ỹ = θm, òî x̃ � äîïóñòèìîå áàçèñíîå ðåøåíèå
ñèñòåìû Ax = b (ïðîâåðüòå ýòî!).

Åñëè æå ỹ 6= θm, òî ìèíèìóì âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ïîëîæèòå-
ëåí (ϕ(x̃, ỹ) > 0). Íî åñëè äëÿ âåêòîðà x âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12.5.1), òî
ïàðà (x, θm) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (12.5.2), è ϕ(x, θm) = 0, ò.å. ìèíè-
ìóì âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ỹ 6= θm

óêàçûâàåò íà íåñîâìåñòíîñòü óñëîâèé (12.5.1), è èñõîäíàÿ çàäà÷à íå
èìååò ðåøåíèÿ.
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Ãëàâà 13. ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ
ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÅÉ

13.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî âñå èñõîäíûå äàííûå

ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ çàäàíû òî÷íî, è òî÷íî âûïîëíÿþòñÿ àðèôìå-
òè÷åñêèå îïåðàöèè. Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè è â èñõîäíûõ äàííûõ
îáû÷íî èìååòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü (òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðàâè-
ëî, ëèáî ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé, ëèáî ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëåíèé), è
àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ëèáî ñ îêðóãëåíèåì, ëèáî ñ óñå-
÷åíèåì. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â ðåçóëüòàòàõ íåîïðåäåëåííîñòè, áåç
îöåíêè êîòîðîé ïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè íåëüçÿ. Ìîãóò ïîÿâ-
ëÿòüñÿ è íåñóùåñòâóþùèå íà ñàìîì äåëå "ðåøåíèÿ" çàäà÷.

Ïðèìåð. Ïîïðîáóåì ðåøèòü î÷åâèäíî íåñîâìåñòíóþ ñèñòåìó{
7x + 9y = 16

14x + 18y = 33

ìåòîäîì Ãàóññà�Éîðäàíà áåç âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà (âû÷èñëåíèÿ
âåäóòñÿ ñ òðåìÿ çíà÷àùèìè öèôðàìè):
[

7. 9. 16.
14. 18. 33.

]
⇐⇒

[
1.00 1.29 2.29
14. 18. 33.

]
⇐⇒

[
1.00 1.29 2.29
0. −.1 .9

]
⇐⇒

⇐⇒
[

1.00 1.29 2.29
−0. 1.00 −9.00

]
⇐⇒

[
1.00 0. 13.9
−0. 1.00 −9.00

]
.

Ïîëó÷åíî "ðåøåíèå": x = 13.9, y = −9.00.
Äëÿ òåõ, êòî äóìàåò, ÷òî òàêîé ýôôåêò âîçìîæåí òîëüêî ïðè

ðåøåíèè "âðó÷íóþ ïðèâîäèì ïðèìåð ðåøåíèÿ íåñîâìåñòíîé (ïðîâåðüòå
ýòî!) ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ñðåäû êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ MAPLE:

> restart: with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace
have been redefined and unprotected
> fsolve({77777777777.*x+99999999999.*y=177777777776,
> 155555555554*x+199999999998*y=177777777777},{x,y});

{x = −0.4444444445 1010, y = 0.3456790126 1010}
Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðîáëåìó ãåîìåòðè÷åñêè. Êàê èçâåñòíî, ëèíåéíîå

àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè çàäàåò íà ïëîñêîñòè
ïðÿìóþ, à ñèñòåìà èç äâóõ òàêèõ óðàâíåíèé � ïàðó ïðÿìûõ. Åñëè ìàò-
ðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû íåâûðîæäåíà, òî ïðÿìûå íåïàðàëëåëüíû
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è èìåþò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, êîîðäèíàòû êîòîðîé � åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (ðèñ.13.1).

©©©©©©©©©©©©©©©©©©

PPPPPPPPPPPPPPPPPP

u

Ðèñ.13.1

Íàëè÷èå íåîïðåäåëåííîñòè â èñõîäíûõ äàííûõ (êîýôôèöèåíòàõ è
ñâîáîäíûõ ÷ëåíàõ ñèñòåìû) ïðåâðàùàåò êàæäóþ ïðÿìóþ â öåëîå ñå-
ìåéñòâî ïðÿìûõ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà íåîïðåäåëåííîñòü ñî-
äåðæèòñÿ òîëüêî â ñâîáîäíûõ ÷ëåíàõ, ïðÿìûå êàæäîãî ñåìåéñòâà
ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé, è êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïîðîæäàåò
"òîëñòóþ" ïðÿìóþ (ïîëîñó), òîëùèíà êîòîðîé ðàñòåò ñ ðîñòîì íåîïðåäå-
ëåííîñòè. "Ðåøåíèåì" ñèñòåìû òåïåðü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå äâóõ "òîë-
ñòûõ" ïðÿìûõ � "òîëñòàÿ" òî÷êà, ðàçìåðû êîòîðîé õàðàêòåðèçóþò íå-
îïðåäåëåííîñòü ðåøåíèÿ.

Åñëè ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû îðòîãîíàëüíà, òî ïðÿìûå
ïåðïåíäèêóëÿðíû, è ðàçìåðû "ðåøåíèÿ" áóäóò òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî
è øèðèíà ïîëîñ (ðèñ.13.2).

Ðèñ.13.2

Åñëè óãîë ìåæäó ïîëîñàìè áëèçîê ê íóëþ, òî ðàçìåðû "ðåøåíèÿ"
ìîãóò âî ìíîãî ðàç ïðåâûøàòü øèðèíó ïîëîñ (ðèñ.13.3).

»»»»»»»»»»»»»»»»»»

»»»»»»»»»»»»»»»»»»

»»»»»»»»»»»»»»»»»»

»»»»»»»»»»»»»»»»»»

»»»»»»»»»»»»»»»»»»XXXXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXXXX

Ðèñ.13.3

Ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ìîæåò âîçíèêíóòü "ðåøåíèå íå ñóùå-
ñòâóþùåå â òî÷íîé àðèôìåòèêå (ðèñ.13.4).
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Ðèñ.13.4

Ýòè ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ïîêàçûâàþò (õîòÿ è íå äîêàçûâà-
þò), ÷òî "ïëîõèìè" ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû, áëèçêèå ê âûðîæäåííûì. ×òîáû
ïðèäàòü ýòîìó óòâåðæäåíèþ òî÷íûé ñìûñë, íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íå-
êîòîðûå íîâûå ïîíÿòèÿ.

13.2. Íîðìà ìàòðèöû
Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ïîðîæäåííîé ýðìèòîâîé ìàòðèöåé A, èç-

âåñòíî íåðàâåíñòâî (ñì. ï.9.2)

〈Ax, x〉 ≤ λmax · ‖x‖2, (13.2.1)

ãäå λmax � íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A.
Ïóñòü òåïåðü B � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m×n. Èç (13.2.1)

ñëåäóåò, ÷òî

‖Bx‖2 = 〈Bx, Bx〉 = 〈B∗Bx, x〉 ≤ σ2
max · ‖x‖2,

èëè
‖Bx‖ ≤ σmax · ‖x‖, (13.2.2)

ãäå σmax � íàèáîëüøåå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû B. Åñëè âåêòîð x

íåíóëåâîé, òî, ðàçäåëèâ íà åãî íîðìó îáå ÷àñòè (13.2.2), ïîëó÷èì
‖Bx‖
‖x‖ ≤ σmax. (13.2.3)

Ïîêàæåì, ÷òî â (13.2.3) ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ. Åñëè v � ïðàâûé, à
u � ëåâûé ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå íàèáîëüøåìó ñèíãó-
ëÿðíîìó ÷èñëó, òî (ñì. (10.1.4)):

‖Bv‖ = ‖σmaxu‖ = σmax = σmax‖v‖, è ‖Bv‖
‖v‖ = σmax.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íåðàâåíñòâà (13.2.3) î÷åâèäíà: ïðè
óìíîæåíèè íåíóëåâîãî âåêòîðà íà ìàòðèöó ñëåâà åâêëèäîâà íîðìà ýòîãî
âåêòîðà èçìåíÿåòñÿ. Íîðìà âåêòîðà â R3 � ýòî äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî
åìó íàïðàâëåííîãî îòðåçêà. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî íàçâàòü îòíîøåíèå
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‖Bx‖
‖x‖ "êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ" âåêòîðà ýòîé ìàòðèöåé. Òîãäà íå-

ðàâåíñòâî (13.2.3) ïîêàçûâàåò, ÷òî êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ äëÿ êàæäîé
ìàòðèöû íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì åå íàèáîëüøåå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå. Íîðìîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

‖B‖ = max
x 6=θ

‖Bx‖
‖x‖ = σmax. (13.2.4)

Óñòàíîâèì ñâîéñòâà ìàòðè÷íîé íîðìû:

1. ‖B‖ ≥ 0; ‖B‖ = 0 ⇔ B = Θ � íóëåâîé îïåðàòîð (ìàòðèöà).

2. ‖αB‖ = |α| · ‖B‖.
3. ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.
4. ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.
5. ‖B∗‖ = ‖B‖.
6.Åñëè B � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, òî ‖B−1‖ = 1

σmin(B)
.

7. Íîðìà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû ðàâíà åå íàèáîëü-
øåìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó.

8. Íîðìà óíèòàðíîé ìàòðèöû ðàâíà åäèíèöå.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðè÷íîé íîðìû ñëåäóåò, ÷òî

‖B‖ ≥ 0. Äàëåå, î÷åâèäíî, ‖Θ‖ = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ‖B‖ = 0, òî
äëÿ âñåõ x ∈ Cn èìååì ‖Bx‖ = 0, ò.å. Bx = θ. Òàêèì îáðàçîì, B = Θ.

2. ‖αB‖ = max
x6=θ

‖αBx‖
‖x‖ = |α| ·max

x6=θ

‖Bx‖
‖x‖ = |α| · ‖B‖.

3. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Cn èìååì

‖(A + B)x‖ = ‖Ax + Bx‖ ≤ ‖Ax‖+ ‖Bx‖ ≤
≤ ‖A‖ · ‖x‖ + ‖B‖ · ‖x‖ = (‖A‖ + ‖B‖) · ‖x‖.

Îòñþäà

‖A + B‖ = max
x6=θ

‖(A + B)x‖
‖x‖ ≤ max

x6=θ

(‖A‖+ ‖B‖) · ‖x‖
‖x‖ = ‖A‖+ ‖B‖.

4.Äëÿ ëþáîãî x ∈ Cn

‖(AB)x‖ = ‖A(Bx)‖ ≤ ‖A‖ · ‖Bx‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ · ‖x‖.
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Ïîýòîìó

‖AB‖ = max
x6=θ

‖(AB)x‖
‖x‖ ≤ max

x 6=θ

‖A‖ · ‖B‖ · ‖x‖
‖x‖ = ‖A‖ · ‖B‖.

5. Â ï.10.1 äîêàçàíî, ÷òî íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö B∗B
è BB∗ ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ‖B∗‖ = σmax(B

∗) = σmax(B) = ‖B‖.
6. Ïóñòü σ � ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû B. Òîãäà σ2 � ñîáñòâåííîå

÷èñëî ìàòðèö B∗B è BB∗. Îòñþäà 1
σ2 � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû

(BB∗)−1 = (B−1)∗B−1, ò.å. 1
σ � ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû B−1. Ñëå-

äîâàòåëüíî,
σmax(B

−1) =
1

σmin(B)
.

7. Â ï.10.1 äîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû
ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè.

8. Åñëè U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, òî U∗U = I, è âñå ñèíãóëÿðíûå
÷èñëà ðàâíû åäèíèöå. ¥

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà 1 � 3 ìàòðè÷íîé íîðìû ñîâïàäàþò ñî ñâîé-
ñòâàìè íîðìû âåêòîðà (ï.7.2).

Çàìå÷àíèå. Ìû èñïîëüçîâàëè â îïðåäåëåíèè (13.2.4) åâêëèäîâó íîð-
ìó âåêòîðà. Ïîýòîìó ïîëíîå íàèìåíîâàíèå ââåäåííîé ìàòðè÷íîé íîðìû
� íîðìà, ïîä÷èíåííàÿ åâêëèäîâîé íîðìå âåêòîðà.

Ìû óæå îòìå÷àëè ðàíåå (ï.7.2), ÷òî íîðìó âåêòîðà â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìîæíî ââîäèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ñîîòâåòñòâåííî ïî-
ÿâÿòñÿ ðàçëè÷íûå íîðìû ìàòðèöû. Åñëè â äâóõ êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåé-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ X è Y ââåäåíû íîðìû ‖ · ‖X è ‖ · ‖Y ñîîòâåòñòâåííî,
òî ëþáîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó B : X → Y ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëî

‖B‖X→Y = max
x6=θ

‖Bx‖Y

‖x‖X
.

Ýòî ÷èñëî íàçûâàþò íîðìîé îïåðàòîðà. Ëþáàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1 � 4, äîêàçàííûìè äëÿ íîðìû (13.2.4).

13.3. Òðàíñôîðìèðîâàííàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû
Ðåøåíèå ëþáîé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëîé

y = F (x).
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Çäåñü x ∈ Cn � âåêòîð èñõîäíûõ äàííûõ, y ∈ Cm � âåêòîð ðåçóëüòàòîâ,
F � îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç Cn â Cm.

Â ðåàëüíîé ñèòóàöèè âåêòîð x ñîäåðæèò íåîïðåäåëåííîñòü, ò.å. "íà
âõîä" ïîäàåòñÿ íå âåêòîð x, à íåêîòîðûé äðóãîé âåêòîð x̃. Òî÷íî òàê æå
îòîáðàæåíèå ðåàëèçóåòñÿ íåòî÷íî, ò.å. ôàêòè÷åñêè ðàáîòàåò íåêîòîðîå
äðóãîå îòîáðàæåíèå F̃ . Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî òðåáóåìîãî ðåçóëüòàòà
y ìû ïîëó÷àåì "íà âûõîäå" íåêîòîðûé äðóãîé ðåçóëüòàò ˜̃y. Îáîçíà÷èâ
ỹ = F (x̃), ìîæíî çàïèñàòü

∆y = ˜̃y − y =
(˜̃y − ỹ

)
+

(
ỹ − y

)
=

(
F̃ (x̃)− F (x̃)

)
+

(
F (x̃)− F (x)

)
.

Ìû ïðåäñòàâèëè ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà â âèäå ñóììû äâóõ
ñëàãàåìûõ. Ïðè ýòîì ∆y

T
= F (x̃) − F (x) � ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþùàÿ

ïðè òî÷íîé ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà èç-çà ïîãðåøíîñòè
â èñõîäíûõ äàííûõ, à ∆y

M
= F̃ (x̃)− F (x̃) � ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþùàÿ

èç-çà íåòî÷íîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà.
Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå íàèìåíîâàíèÿ äëÿ ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ìû

áóäåì íàçûâàòü ∆y
T
òðàíñôîðìèðîâàííîé ïîãðåøíîñòüþ, à ∆y

M
� ïî-

ãðåøíîñòüþ ìåòîäà.
Àíàëèç ïîãðåøíîñòåé ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ.
Ïóñòü â ñèñòåìå

Ax = b (13.3.1)

íåâûðîæäåííàÿ n× n-ìàòðèöà A èçâåñòíà òî÷íî, è âñå àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ áåç îêðóãëåíèé è óñå÷åíèé, à ñâîáîäíûé ÷ëåí
ñîäåðæèò ïîãðåøíîñòü ∆b, ò.å. ôàêòè÷åñêè âìåñòî ñèñòåìû (13.3.1) ðå-
øàåòñÿ ñèñòåìà

Ax̃ = b + ∆b.

Âû÷èòàÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ (13.3.1), ïîëó÷èì

A · (x̃− x) = ∆b, èëè ∆x = A−1 ·∆b, (13.3.2)

ãäå ∆x = x̃− x � òðàíñôîðìèðîâàííàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ.
Ïî ñâîéñòâàì ìàòðè÷íîé íîðìû èç (13.3.1) è (13.3.2) èìååì

‖b‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖; ‖∆x‖ ≤ ‖A−1‖ · ‖∆b‖.
Ïåðåìíîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

‖b‖ · ‖∆x‖ ≤ ‖A‖ · ‖A−1‖ · ‖∆b‖ · ‖x‖,
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ò.å. ‖∆x‖
‖x‖ ≤ ‖A‖ · ‖A−1‖ · ‖∆b‖

‖b‖ .

Ââåäÿ ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè

δx =
‖∆x‖
‖x‖ , δb =

‖∆b‖
‖b‖ ,

ïðèäåì ê îñíîâíîìó íåðàâåíñòâó

δx ≤ cond(A) · δ(b), (13.3.3)

ãäå cond(A) = ‖A‖·‖A−1‖ � òàê íàçûâàåìîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàò-
ðèöû A.

Èç (13.3.3) âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà ïðè
òî÷íî èçâåñòíîé ìàòðèöå è òî÷íîì âûïîëíåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-
öèé ìîæåò ïðåâûñèòü îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü èñõîäíûõ äàííûõ íå
áîëåå, ÷åì â cond(A) ðàç.

Ïîêàæåì, ÷òî â (13.3.3) ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ðàâåíñòâî. Åñëè x, δx
� íîðìèðîâàííûå ïðàâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû ìàòðèöû A, ïðè÷åì x

ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåìó ñèíãóëÿðíîìó ÷èñëó, à ∆x � íàèìåíüøåìó,
òî

‖x‖ = 1, ‖∆x‖ = 1, δx = 1;

‖b‖ = ‖Ax‖ = σmax, ‖∆b‖ = ‖A∆x‖ = σmin, δb =
σmin

σmax
;

δx

δb
=

σmax

σmin
= ‖A‖ · ‖A−1‖ = cond(A).

Ðåçóëüòàò, î÷åâèäíî, íå èçìåíèòñÿ, åñëè x è ∆x íå ñîâïàäàþò ñ
ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè, à ëèøü êîëëèíåàðíû èì.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé � ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
"êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ" îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè â çàäàíèè ñâî-
áîäíîãî ÷ëåíà. Ïðè ðåøåíèè "ïëîõî îáóñëîâëåííîé" ñèñòåìû, ò.å. ñèñòå-
ìû, ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîé èìååò áîëüøîå ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè, ìîæåò ïðîèñõîäèòü (äàæå ïðè òî÷íîé àðèôìåòèêå!) êàòàñòðîôè-
÷åñêàÿ ïîòåðÿ òî÷íîñòè.

Èç ñêàçàííîãî âèäíî, ÷òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ìîæåò
ñëóæèòü ìåðîé áëèçîñòè åå ê âûðîæäåííîé. Ôîðìàëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî äëÿ âûðîæäåííîé ìàòðèöû cond(A) = +∞.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü ïëîõî îáóñëîâëåííûå ñèñòåìû.
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Ïðèìåð. Äëÿ ìàòðèöû A =

[
1 0
N 1

]
(N > 0) èìååì

A∗A =

[
1 + N 2 N

N 1

]
, PA∗A(λ) = λ2 − (N 2 + 2)λ + 1,

λmax(A
∗A) =

N 2 + 2 + N ·
√

N 2 + 4

2
> N 2+1, λmin(A

∗A) =
1

λmax(A
∗A)

,

cond(A) =
σmax(A)

σmin(A)
=

(
λmax(A

∗A)

λmin(A
∗A)

)1/2

= λmax(A
∗A) > N 2 + 1.

Èòàê, ïðè ðåøåíèè ýòîé ñèñòåìû (âñåãî-òî äâà óðàâíåíèÿ) îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ìîæåò òðàíñôîðìèðîâàòüñÿ â
îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà, óñèëèâøèñü áîëåå, ÷åì â N 2 ðàç!

Àíàëèç òðàíñôîðìèðîâàííîé ïîãðåøíîñòè óñëîæíÿåòñÿ, åñëè îøèá-
êè èìåþòñÿ è â ìàòðèöå êîýôôèöèåíòîâ. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îòíîñè-
òåëüíûå ïîãðåøíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ ìàëû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

δx ≤ cond(A) · δA + δb

1− cond(A) · δ(A)

(çäåñü δA � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ ìàòðèöû A).
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè:
1. cond(A−1) = cond(A).
2. cond(A∗) = cond(A).
3. cond(αA) = cond(A) ïðè α 6= 0.
4. cond(AB) ≤ cond(A) · cond(B).
5. cond(A) ≥ 1.
6. Åñëè U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, òî

cond(U) = 1; cond(AU) = cond(UA) = cond(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.
2. Ñëåäóåò èç ‖A∗‖ = ‖A‖ (ñâîéñòâî 5 ìàòðè÷íîé íîðìû).
3. cond(αA) = ‖αA‖ · ‖(αA)−1‖ = |α| · ‖A‖ · |α−1| · ‖A−1‖ = cond(A).
4. Ïî ñâîéñòâó 4 ìàòðè÷íîé íîðìû

cond(AB) = ‖AB‖ · ‖(AB)−1‖ ≤
≤ ‖A‖ · ‖B‖ · ‖A−1‖ · ‖B−1‖ = cond(A) · cond(B).
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5. 1 = cond(I) = cond(A ·A−1) ≤ cond(A) · cond(A−1) = (cond(A))2.
6. cond(U) = ‖U‖ · ‖U−1‖ = 1 · 1 = 1. Äàëåå, ïî ñâîéñòâó 4

cond(AU) ≤ cond(A) · cond(U) = cond(A).

Íî A = (AU)U ∗, ïîýòîìó

cond(A) ≤ cond(AU) · cond(U∗) = cond(AU).

Îòñþäà cond(AU) = cond(A), è òî÷íî òàê æå cond(UA) = cond(A). ¥
Çàìå÷àíèå. Áûòóåò ñóåâåðèå (íåëåïîå, êàê âñå ñóåâåðèÿ), ñâÿçûâà-

þùåå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé ñ âåëè÷èíîé îïðåäåëèòåëÿ åå ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ. Èç ñâîéñòâà
3 âèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíî ìåíÿÿ âåëè÷èíó ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ (óìíîæàÿ
ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ íà ðàçëè÷íûå ÷èñëà), ìû íå ìåíÿåì ÷èñëî îá-
óñëîâëåííîñòè. Ïðèâåäåííûé æå âûøå ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íå ìåíÿÿ
âåëè÷èíó îïðåäåëèòåëÿ (det

[
1 0
N 1

]
= 1 ïðè ëþáîì N), ìû ìîæåì ïîëó-

÷èòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè. Ýòîò ïðèìåð òàêæå
ïîêàçûâàåò, ÷òî áîëüøîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü è ó
ìàòðèöû ìàëîãî ðàçìåðà.

Ñåðüåçíîå ïðåäóïðåæäåíèå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîãðåøíîñòè èñõîä-
íûõ äàííûõ íå ìîãóò áûòü èçâåñòíû ïî îïðåäåëåíèþ. Îáû÷íî óäàåò-
ñÿ ïîëó÷èòü ëèøü íåêîòîðóþ èõ îöåíêó (íàïðèìåð, îöåíêó ñâåðõó îò-
íîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè δb = ‖∆b‖/‖b‖ ≤ ε). Cîîòâåòñòâåííî, è äëÿ
ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü îöåíêó ñâåðõó (íàïðèìåð,
δx = ‖∆x‖/‖x‖ ≤ cond(A) · ε). Ïîëó÷åíèå òî÷íîãî ðåçóëüòàòà ïðè "çà-
øóìëåííûõ" èñõîäíûõ äàííûõ íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó òðàíñôîðìèðîâàí-
íóþ ïîãðåøíîñòü ÷àñòî íàçûâàþò "íåóñòðàíèìîé".

13.4. Ôàêòîðèçàöèÿ ìàòðèö è ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè
Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû èñïîëü-

çóþòñÿ ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö íà ìíîæèòåëè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ðàññìîòðèì âîïðîñ î âëèÿíèè òàêîãî ðàçëîæåíèÿ íà òðàíñôîðìè-
ðîâàííûå ïîãðåøíîñòè.

Èòàê, ïóñòü ñèñòåìà (13.3.1) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôàêòîðèçàöèè
ìàòðèöû A:

A = A1 · A2,

ò.å. âìåñòî ñèñòåìû (13.3.1) ðåøàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äâå ñèñòåìû:
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A1y = b, A2x = y.

Åñëè âåêòîð b èìååò ïîãðåøíîñòü ∆b, òî âåêòîð y áóäåò ïîëó÷åí ñ
ïîãðåøíîñòüþ ∆y = A−1

1 ·∆b, à âåêòîð x � ñ ïîãðåøíîñòüþ
∆x = A−1

2 ·∆y = A−1
2 · A−1

1 ·∆b = (A1A2)
−1 ·∆b = A−1∆b.

Êàçàëîñü áû, ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ôàêòî-
ðèçàöèè. Îäíàêî â íàøèõ âûêëàäêàõ ìû óïóñòèëè èç âèäó, ÷òî ïðè
ðåøåíèè ïåðâîé ñèñòåìû ê òðàíñôîðìèðîâàííîé ïîãðåøíîñòè ïðèáàâèò-
ñÿ ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ∆̃y, âûçâàííàÿ íåòî÷íîñòüþ ìàøèííîé àðèô-
ìåòèêè. Ïðè ðåøåíèè âòîðîé ñèñòåìû ýòà ïîãðåøíîñòü èãðàåò ðîëü
ïîãðåøíîñòè â èñõîäíûõ äàííûõ è ïîðæäàåò äîïîëíèòåëüíóþ òðàíñôîð-
ìèðîâàííóþ ïîãðåøíîñòü A−1

2 · ∆̃y. Ïîýòîìó áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò
÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö-ñîìíîæèòåëåé, è èõ ïðîèçâåäåíèå åñòåñò-
âåííî ñ÷èòàòü êðèòåðèåì êà÷åñòâà ôàêòîðèçàöèè.

Ïî ñâîéñòâó 4 ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè
cond(A1) · cond(A2) ≥ cond(A1A2) = cond(A),

ò.å. íèêàêàÿ ôàêòîðèçàöèÿ íå ìîæåò óëó÷øèòü "ïëîõóþ" ìàòðèöó. Îä-
íàêî íåóäà÷íàÿ ôàêòîðèçàöèÿ ìîæåò "èñïîðòèòü" äàæå õîðîøî îáóñ-
ëîâëåííóþ ìàòðèöó.

Ïðèìåð. Ïðîèçâåäåì LU -ðàçëîæåíèå óíèòàðíîé ìàòðèöû (åå ÷èñëî
îáóñëîâëåííîñòè ðàâíî åäèíèöå)

A =

[
cos(ϕ) −sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

]
= LU =

[
1 0

tg(ϕ) 1

]
·
[
cos(ϕ) −sin(ϕ)

0 1
/
cos(ϕ)

]
.

Ïðè 0 < ϕ < π
2 ïîëîæèì â ïðèìåðå èç ï.13.3 N = tg(ϕ). Òî-

ãäà cond(L) > 1 + tg2(ϕ) = 1
/
cos2(ϕ). Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

cond(U) > 1
/
cos2(ϕ). Ïðè çíà÷åíèÿõ ϕ, áëèçêèõ ê π

2 , ïîëó÷àþòñÿ î÷åíü
ïëîõî îáóñëîâëåííûå ìàòðèöû. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè,
÷òî çà èñêëþ÷åíèåì ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ íå ñëåäóåò ñòðîèòü LU -ðàçëî-
æåíèå áåç âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà.

Õîðîøèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò QR-ðàçëîæåíèå. Èç ñâîéñòâà 6
÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè èìååì

cond(Q) = 1; cond(R) = cond(Q∗A) = cond(A).

Èòàê, cond(Q) · cond(R) = cond(A).
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Òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè A = UΣV ∗

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

cond(U) · cond(Σ) · cond(V ∗) = cond(A).

Ïðèâåäåì åùå ïðèìåð, êîãäà "õîðîøåé" îêàçûâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ
LU -ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ LDU -ðàçëîæåíèÿ
ìîæíî âåñòè áåç ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ, ïðè÷åì ýòî ðàçëîæåíèå
èìååò âèä A = U ∗DU . Åñëè x 6= θ, òî

〈Dx, x〉 = 〈(U∗)−1AU−1x, x〉 = 〈A · (U−1x), U−1x〉 > 0,

è, â ÷àñòíîñòè, djj = 〈De(j), e(j)〉 > 0, j = 1, . . . , n.

Îáîçíà÷èâ D1/2 = diag
[√

d11, . . . ,
√

dnn

]
, ïîëó÷èì

A = U∗D1/2D1/2U = H∗H, (13.4.1)

ãäå H = D1/2U � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.
Èìååì

cond(H) =
σmax(H)

σmin(H)
=

(
λmax(A)

λmin(A)

)1/2

= (cond(A))1/2 .

Ôîðìóëà (13.4.1) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Õîëåöêîãî68 ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû, à îñíîâàííûé íà íåé ìåòîä ðåøåíèÿ
ëèíåéíûõ ñèñòåì � ìåòîäîì Õîëåöêîãî èëè ìåòîäîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ.

68Àíäðå-Ëóè ÕÎËÅÖÊÈÉ (A.-L. Cholesky, 1875-1918) � ôðàíöóçñêèé âîåííûé
ãåîäåçèñò. Èçîáðåòåííûé èì àëãîðèòì øèðîêî ïðèìåíÿëñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷
ãåîäåçèè, íî îïóáëèêîâàí áûë ëèøü ïîñëå ñìåðòè àâòîðà, â 1924 ã.
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Ãëàâà 14. ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ
ÐÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

14.1. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè
Âñå äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàâøèåñÿ íàìè ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì îò-

íîñèëèñü ê êëàññó ïðÿìûõ ìåòîäîâ: îíè ïðèâîäèëè ê ðåøåíèþ çà êîíå÷-
íîå ÷èñëî øàãîâ. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì îäèí èç èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ69
� ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè.

Ïóñòü ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n ïåðåìåííûìè çàïèñàíà â
âèäå

x = Ax + b. (14.1.1)

Íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x(0), ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x(1) = Ax(0) + b, . . . , x(k) = Ax(k−1) + b, . . . (14.1.2)

Òåîðåìà. Åñëè ‖A‖ = q < 1, òî ñèñòåìà (14.1.1) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî x(0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (14.1.2) ñõîäèòñÿ ê
ýòîìó ðåøåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó (I−A)x = θ. Åñëè
x � åå ðåøåíèå, òî

x = Ax =⇒ ‖x‖ = ‖Ax‖ ≤ q‖x‖ =⇒ x = θ.

Ïîýòîìó det(I −A) 6= 0, è ñèñòåìà (14.1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì åãî x̃ è âû÷òåì èç (14.1.2) ðàâåíñòâî x̃ = Ax̃ + b. Ïîëó÷èì

x(k) − x̃ = Ax(k−1) − Ax̃,

îòêóäà

‖x(k) − x̃‖ = ‖A(x(k) − x̃)‖ ≤ q · ‖x(k−1) − x̃‖, (14.1.3)

ò.å.

‖x(k) − x̃‖ ≤ qk · ‖x(0) − x̃‖ → 0 ïðè k → +∞. ¥

Òåîðåìà äîêàçàíà è, êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (14.1.2) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íå ìåäëåííåå, ÷åì ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì q.

69Ðàíåå ìû óæå ðàññìîòðåëè îäèí èòåðàöèîííûé ìåòîä � ìåòîä ßêîáè ðåøåíèÿ
ïîëíîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñì. ï.8.2).
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Èç (14.1.3) è íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà èìååì

‖x(k−1) − x̃‖ ≤ ‖x(k−1) − x(k)‖+ ‖x(k) − x̃‖ ≤
≤ ‖x(k−1) − x(k)‖ + q · ‖x(k−1) − x̃‖,

îòêóäà
‖x(k−1) − x̃‖ ≤ ‖x(k−1) − x(k)‖

1− q
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåêðàòèâ èòåðàöèè, êîãäà íîðìà ðàçíîñòè äâóõ ñîñåä-
íèõ ïðèáëèæåíèé ñòàíåò ìåíüøå, ÷åì ε(1 − q), ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå ñ
ïîãðåøíîñòüþ íå áîëüøåé, ÷åì ε (ïî íîðìå!).

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñè-
ñòåìû (14.1.1) è ñõîäèìîñòü ïðîöåññà ïðîñòûõ èòåðàöèé ê ðåøåíèþ îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ, åñëè ìîäóëè âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ìåíüøå åäè-
íèöû. Ïðè ýòîì, ïðàâäà, íå ðàáîòàåò îöåíêà (14.1.3).

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû ñâåäåíèÿ îáùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ê âèäó (14.1.1).

Ïðèìåð. Ïóñòü B = B∗ � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Ñè-
ñòåìó Bx = b ïðåîáðàçóåì òàê:

Bx = b ⇐⇒ x = (I − αB)x + αb.

Çäåñü α > 0 � ïîêà ÷òî ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì A = I − αB.

Òîãäà λ(A) = 1− αλ(B) < 1 (ïîñêîëüêó B ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà).
Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì α ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A "ïîëçóò" ïî

÷èñëîâîé îñè âëåâî îò åäèíèöû. Ïîñêîëüêó A ýðìèòîâà,
‖A‖ = σmax(A) = max (|λmax(A)|, |λmin(A)|) .

Íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ‖A‖ äîñòèãàåò, êîãäà λmin(A) = −λmax(A),
ò.å. ïðè

1− αλmax(B) = − (1− αλmin(B)) .

Ýòî äàåò α = 2
λmax(B) + λmin(B)

, è

‖A‖ = λmax(A) = 1− 2λmin(B)

λmax(B) + λmin(B)
= 1− 2

1 + cond(B)
. (14.1.4)

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
ìàòðèöû

cond(B) =
σmax(B)

σmin(B)
=

λmax(B)

λmin(B)
.
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Àíàëèç (14.1.4) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè áîëüøîì ÷èñëå îáóñëîâëåííîñòè
ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû çíàìåíàòåëü ãåîìå-
òðè÷åñêîé ïðîãðåññèè â (14.1.3) áëèçîê ê åäèíèöå, ò.å. èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ
ìåäëåííî, à çà ñ÷åò âû÷èñëèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ìîãóò è ðàñõîäèòüñÿ.

Íèêàêèìè ìåòîäàìè íåëüçÿ õîðîøî ðåøèòü ïëîõóþ ñèñòåìó!

Íà ïðàêòèêå ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ íåçíàíèåì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû. Âìåñòî íèõ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ íå-
êîòîðûå èõ îöåíêè. Ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ýòîé ïðîáëåìû âûõîäèò çà
ðàìêè íàøåãî êóðñà, êàê è ðàññìîòðåíèå äðóãèõ, áîëåå ñëîæíûõ èòåðà-
öèîííûõ ìåòîäîâ.

14.2. Èòåðàöèîííîå óòî÷íåíèå ðåøåíèé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Â ãëàâå 1 áûë ïîäðîáíî ðàññìîòðåí îäèí èç ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû Ax = b � ìåòîä Ãàóññà�Éîðäàíà. Ïðè ýòîì ïðåäïî-
ëàãàëîñü, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî. Â ðåàëü-
íîì êîìïüþòåðå âñëåäñòâèå êîíå÷íîñòè ðàçðÿäíîé ñåòêè ýòî óñëîâèå íà-
ðóøàåòñÿ. Ïîýòîìó íàéäåííûé ëþáûì ïðÿìûì ìåòîäîì âåêòîð x(0) íå
áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèåì ñèñòåìû (Ax(0) 6= b), è íåâÿçêà îêàæåòñÿ
îòëè÷íîé îò íóëÿ:

d(0) = b− Ax(0) 6= θ.

Ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü òàêîé âåêòîð ∆x ("äîáàâêó" ê x(0)), ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

A(x(0) + ∆x) = b.

Èñêîìûé âåêòîð ∆x(0) íàéäåì, ðåøàÿ ñèñòåìó

A∆x = b− Ax(0) = d(0)

ñ òîé æå ìàòðèöåé A, òåì æå ïðÿìûì ìåòîäîì.
Ïîíÿòíî, ÷òî èç-çà íåòî÷íîñòè ìàøèííîé àðèôìåòèêè ïîëó÷åííûé

âåêòîð x(1) = x(0) + ∆x(0) òàêæå íå áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû (Ax(1) 6= b). Íàéäåì íîâóþ íåâÿçêó, è ò.ä.
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Ìû ïîñòðîèëè èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

d(k) = b− Ax(k), x(k+1) = x(k) + ∆x(k).

Çäåñü ∆x(k) � ïîëó÷åííîå ïðÿìûì ìåòîäîì "ðåøåíèå" ñèñòåìû
A∆x(k) = d(k).

Çàìå÷àíèÿ. 1. Âû÷èñëåíèå íåâÿçîê äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â àðèôìå-
òèêå ïîâûøåííîé òî÷íîñòè, èíà÷å èòåðàöèè íå îáåñïå÷àò óòî÷íåíèÿ.

2. Åñëè ïðÿìîé ìåòîä îñíîâàí íà êàêîé-íèáóäü ôàêòîðèçàöèè ìàò-
ðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, òî ýòó ôàêòîðèçàöèþ � ñàìóþ òðóäîåì-
êóþ ÷àñòü ðàáîòû � ñëåäóåò âûïîëíèòü îäèí ðàç, ïîëó÷åííûå ñîìíîæè-
òåëè õðàíèòü è èñïîëüçîâàòü íà êàæäîì øàãå èòåðàöèè.

3. Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå îïèñàííîãî ïðîöåññà óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ
ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ íå î÷åíü ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ñèñòåì îí ñõîäèòñÿ ÷ðåç-
âû÷àéíî áûñòðî: òðè-÷åòûðå èòåðàöèè îáåñïå÷èâàþò ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ
ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ. Îòñóòñòâèå æå ñõîäèìîñòè ñâèäåòåëüñòâóåò îá
î÷åíü áîëüøîì ÷èñëå îáóñëîâëåííîñòè, ÷òî îáû÷íî îçíà÷àåò, ÷òî ýòó ñè-
ñòåìó ðåøàòü íå ñëåäóåò.

Ìû íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì èñïîëüçîâàòü
äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

òîëüêî áèáëèîòå÷íûå ïðîãðàììû
ñ èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì.
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